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Voorwoord

Dit is het dictaat voor het college ‘Wiskunde 3 voor Scheikundigen’, dat plaats-
vond aan de Universiteit Utrecht in de periode februari—april 2016. Aan bod
komen een aantal onderwerpen uit de dunstkreis van de Fouriertheorie, zoals
de Fouriertransformatie voor periodieke en niet-periodieke functies, lineaire ho-
mogene en inhomogene differentiaalvergelijkingen, en een aantal lineaire PDE’s
die zich op het grensvlak van natuur- en scheikunde ophouden, met name de
warmtevergelijking en de Schrodingervergelijking. De onderwerpen worden be-
naderd vanuit het gezichtspunt van de lineaire algebra, dus met vectorruimten,
inproducten, en operatoren met hun eigenwaarden en eigenvectoren. Ten slotte
wil ik graag vermelden dat ik bij het schrijven van dit dictaat veel heb gehad
aan de syllabus ‘Wiskundige Technieken 3’ van mijn voorganger Jan Stienstra.

Bas Janssens, april 2016
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1 Lineaire ruimten en inproducten

De lineaire algebra kent drie fundamentele operaties: de optelling, de scalaire
vermenigvuldiging en het inproduct. Het belang van deze drie operaties is dat
ze niet alleen de Euclidische ruimte van vectoren in drie dimensies goed be-
schrijven, maar ook bijvoorbeeld de quantummechanische toestandsruimte van
kwadratisch integreerbare golffuncties.

1.1 Optelling, scalarvermenigvuldiging en inproduct in R?

Op de ruimte R? van driedimensionale vectoren zit van nature een optelling.
Als ¥ = (z,y,2) en ¥ = (2,3, 2') twee vectoren in R? zijn, dan is hun som

T+ = (z+2",y+y,2+2) (1)

weer een vector in R3.
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F1G. 1: Optellen van ¥ en ¢’

Verder heeft R3 een scalaire vermenigvuldiging. Als © = (x,vy,2) een vector in
R3 is, en ) is een reéel getal, dan is het product

AT = (Ax, Ay, \z) (2)

wederom een vector in R3. De tegengestelde van ¥ is de vector — = (—1)7, en

het verschil ¥ — 1" is de som van ¢ en de tegengestelde van ¢, 0 — 0" = ¥+ (—7)

<y

Fic.2: De vectoren AY voor A=1, 2 en —1.

We schrijven 0 = (0,0,0) voor de nulvector in R3. De optelling en scalaire ver-
menigvuldiging in R? voldoen aan een aantal voor de hand liggende rekenregels:



V1) Een vector ¥ verandert niet als je hem met 1 vermenigvuldigt, of als je er
de nulvector bij optelt, 19 = ¥ en 0 + ¢ = ¢. Als je een vector ¥’ bij zijn
tegengestelde —v optelt, krijg je de nulvector, ¥ — v = 0.

V2) Het maakt niet uit in welke volgorde je vectoren ¢ en ¢ bij elkaar optelt,
of met een getal A vermenigvuldigt. Preciezer: er geldt ¥+ v/ = ¢/ + ¥,
T+ W +0")=0+0)+ 0", en AU+ 70) = A0+ N

V3) Het maakt niet uit of je twee getallen A en p eerst met elkaar vermenig-
vuldigt en dan met een vector ¥, of andersom: A(u¥) = (Au)v. Hetzelfde
geldt voor het optellen van getallen: (A 4 p)v = AU+ ut.

Opgave 1.1. Teken de plaatjes die horen bij de rekenregels V2 en V3.
Opgave 1.2. Verifieer V1, V2 en V3 aan de hand van de formules (1) en (2).

Behalve de optelling en scalaire vermenigvuldiging bezit R? nog een fundamen-
tele operatie: het inproduct van twee vectoren ¥ = (z,y,2) en v = (2,3, 2') is
het getal

(T,0") = zx’ +yy' + 22" (3)

Voor het inproduct gelden de verdere rekenregels:

11) Het inproduct respecteert optelling en scalaire vermenigvuldiging:
(0,0 +0") = (0,0) + (0,7") en (0, \T") = \(U, ).

12) Het inproduct is symmetrisch: (¢,7") = (¢, 7).
I3) Het inproduct van een vector met zichzelf is niet negatief, (¢,7) > 0.
Bovendien is (¥, ¥) = 0 alleen mogelijk als ¥ = 0.

Dit laatste geldt omdat (¥,7) = 22 + 32 + 22 het kwadraat van de lengte van
de vector ¥ in R? is. De lengte ||| van ¥ valt dus uit te drukken in termen van

het inproduct,
7]l = v/ (7, 7). (4)

Opgave 1.3. Strikt genomen volgt uit de formules in I1 alleen dat de rech-
terkant van het inproduct optelling en scalaire vermenigvuldiging respecteert.
Gebruik de symmetrie (I2) om te laten zien dat dit automatisch ook geldt voor
de linkerkant: (7 + ¢',¢") = (0,7") + (¢,0") en (AU, V") = \(T, 7).

1.1.1 Inproducten en rotaties

We hebben gezien dat lengte uit te drukken is in termen van het inproduct.

Omgekeerd drukken we nu het inproduct van ¢ en ¢’ uit in de lengtes van 7,

van ¥’ en van hun verschil ¥ — #/. We zien dan direct dat inproducten niet

veranderen onder rotaties, eenvoudigweg omdat lengtes dat ook niet doen.
Door gebruik te maken van de rekenregels I1) en 12) zien we dat



We halen de term (7, ¢") naar de linkerkant, en zien dat het inproduct (¥, ")

uitgedrukt kan worden in de kwadratische lengtes (7, 7) = |42, (¢, v") = ||7']|?
en (0—o,0—7) = ||t —7|?* als
@0,7) = (@0 + @ 7)—@-0,0-7))
= sUlAP+ 1711 = 7 -7 (5)
Volgens de stelling van Pythagoras geldt ||7—o"||? = ||#]|? +||#"||* dan en slechts

dan als ¢ loodrecht staat op v'.

| A de=v | =i
/[ Gl 17|
177l
FiG. 3: In de rechterfiguur geldt @ L ¢/, en dus || — ’||2 = ||7]|2 + |72

Hieruit volgt direct dat de orthogonaliteit van twee vectoren uitgedrukt kan
worden in termen van het inproduct.

Propositie 1.1. Twee vectoren ¥ en ¢ in R? staan loodrecht op elkaar, ¥ L ¥,
precies dan als hun inproduct nul is, (U,0") = 0.

Bewijs. Volgens formule (5) geldt (¥,7') = 0 precies dan als ||7]|? + ||#"]|? =

|7 —4"||%. Volgens de stelling van Pythagoras is dit het geval dan en slechts dan
als ¥ loodrecht op ¥’ staat. O

Opmerking 1. Strikt genomen nemen we hierboven aan dat ¥ # 0en o #+ 0.
We definiéren nu eenvoudig dat de nulvector 0 loodrecht staat op elke andere
vector. Behalve dat hiermee Propositie 1.1 gered is, blijkt dit ook in andere
opzichten een handige conventie te zijn.

Een afbeelding L: R* — R? die vectoren naar vectoren overvoert, heet lineair
als zij optelling en scalaire vermenigvuldiging respecteert,

L(T+ ") = L(¥) + L(v") L1)

L(A0) = AL(V) . L2)

Een lineaire isometrie is een lineaire afbeelding R: R® — R? die bovendien

lengtes behoudt,
[Roll = ||v]]. L3)

In het bijzonder is elke rotatie die de oorsprong vast laat een isometrie; bij
rotatie van een vector verandert immers de lengte niet.

Opgave 1.4. Maak een schets van L1), L2) en L3), waar R een rotatie van /4
(ofwel 45°) om de z-as is, en ¥ = (1,0,0), ¥ = (3,1,0).

Formule (5) heeft nu het volgende interessante gevolg.



Propositie 1.2. Het inproduct is behouden onder isometrie,
(R(V), R(V)) = (4,7) .

Bewijs. Formule (5) drukt het inproduct uit in lengtes, en lengtes zijn behouden
onder isometrie. Dus zijn ook inproducten behouden onder isometrie.

Voor wie dit liever in formules ziet: voor iedere isometrie R geldt ||RY|| =
70, | R'|| = [|t"]], en || R(7 — &)[| = | R(¥) — R(¢")|| = ||t — ¢"||. In combinatie

met formule 5 levert dit

(R(@),R(@)) = 5 (IR + [R@)|* ~ |R(@) - R@)|*)

1
3
3 (1712 + 1717 = N7 = 711%) = (7).

We concluderen dat (R(%), R(7")) = (7,7") voor alle ¥, in R3. O
Met andere woorden: niet alleen lengtes en hoeken, maar ook inproducten zijn
behouden zijn onder rotaties.

1.1.2 Inproducten en hoeken

We kunnen nu inproducten uitrekenen door de vectoren in een gunstige positie
te roteren. De volgende propositie beschrijft het inproduct in termen van lengtes
en hoeken.

Propositie 1.3. Maken twee vectoren ¢ en ' in R® een hoek 0, dan geldt
(@, ") = [|9]|[|7]| cos() - (6)

Bewijs. Roteer de vectoren © en ' z6 dat ¥ parallel wordt aan de z-as, en in
positieve richting wijst. Roteer daarna om de z-as totdat ¢ zich in het z-z-vlak
bevindt. We hebben dan ¢ = (0,0, 2) met z > 0, en ¥ = (2,0, 2’).

0)
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F1G.4: In deze rechthoekige driehoek geldt cos(0) = 2’ /||7’||.

Onder rotatie blijven lengtes, hoeken, en inproducten behouden. Zowel het
linker- als het rechterlid van (6) blijven na rotatie dus hetzelfde. We berekenen
het rechterlid ||9/]|||7"|| cos(#). In figuur 4 zien we dat ||v|| = z en cos(0) = 2/ /|7l
zodat

151"l cos(8) = = - &[] - '/ N|F"]]) = 22"

Het linkerlid (¥, 7") heeft dezelfde waarde, (0,9") =0-2'4+0-0+2-2' = zz'. O



Opgave 1.5. Wat zegt Formule 6 als § = 07 Wat als § = 7/2 (ofwel 90°)? Wat
als 8 = 7 (ofwel 180°)? Zijn er eenvoudiger manieren om dit in te zien?

Als we de variabele 6 vrij maken in formule 6, dan vinden we

= S
(6,7) , ofwel 0 = arccos ( (0, 7) > . (7)

COS(Q): SIS T
[12]11]2"] [[5I{12]

Merk op dat de lengtes ||7]| en ||¢’|| kunnen worden uitgedrukt in termen van
het inproduct met behulp van de formule ||7]| = /(¥, 7). Zo bezien geeft (7)

een formule voor de hoek 6 in termen van louter inproducten.

Opgave 1.6. Bereken de hoek tussen ¢ = (0,0,1) en ¢ = (1,0, 1), en maak een
tekening. Doe hetzelfde voor © = (0,0,1) en ¢ = (1,0, —1). Voor welke hoeken

—

is (¢,7") > 07 En wanneer is (7,7") < 07

Opgave 1.7. Wat is de hoek tussen ¥ = (4,2,6) en ¢’ = (—3,3,1)? Is de hoek
tussen ¥ = (4,2,7) en ¢/ = (—3,3,1) stomp of scherp?

Opgave 1.8. In een methaanmolecuul zit het koolstofatoom in de oorsprong
(0,0,0), terwijl de vier waterstofatomen zich in de hoekpunten (+1,0, —1/v/2)
en (0,£1,1/1/2) van een tetraéder bevinden. Maak een schets en bereken de
bindingshoeken. Bereken ook de hoek tussen twee snijdende ribben.

1.1.3 Orthonormale bases in R3

Een basis van R? is een drietal vectoren by, by en by zo dat iedere vector ¥ op
precies één manier geschreven kan worden als

T = Aobo + M\1by + Nabs .

We eisen dus dat de basiscoéfficienten A\g, A1 en A2 eenduidig bepaald zijn door .
Een basis heet orthogonaal als de verschillende basisvectoren loodrecht op
elkaar staan, l_); il gj voor ¢ # j. Ze heet orthonormaal als bovendien alle
basisvectoren lengte 1 hebben.
De standaardbasis van R3 is ey = (1,0,0), e; = (0,1,0) en ey = (0,0,1).
Tedere vector ¢ = (z,y, z) valt te schrijven als

U= xeqg + yey + zeq,

en de basiscoéfficienten A\g = z, A\ = y, en Ay = z zijn eenduidig bepaald door .
De standaardbasis is orthonormaal; de basisvectoren €; hebben lengte 1 omdat
l€;l|? = (€i,€;) = 1, en ze staan loodrecht op elkaar omdat (€;,€;) = 0 als i # j.

De eis dat een basis orthonormaal is, valt volledig uit te drukken in termen
van het inproduct. Een basisvector b; heeft lengte 1 als ||b]|2 = (b;, b;) = 1, en
l_);- 1 Ej als (l;;7 gj) = 0. Een basis 5; is dus orthonormaal als

(bi,bj) = 0ij .
Hier is 0;; de Kronecker delta, met 6;; =1 als i = j, en d;; = 0 als ¢ # j.

Opgave 1.9. Bepaal voor de volgende vectoren 50, l;l en 52 of zij een basis
vormen van R®. Zoja, Druk dan voor @ = (x,y, z) de basiscoéfficienten \g, A\
en Ay uit in z, y en z. (Maak liefst een schets.) Is de basis orthonormaal?



a) by = (1/v/2,1/3/2,0), by = (1/v/2,—1/+/2,0), en by = (0,0,1).
b)

1

o= (1,0,—1), by = (0,1, 1), en by = (0,0,1).

S

¢) bo=(1,1,—1), by = (1,1,0), by = (1,1,1).

Opgave 1.10. Zij by = %(4, —3,0) en by = (0,1,1). We veranderen nu b, door
er een veelvoud van 50 van af te trekken, l;’l = 51 — ago. Voor welke waarde van
a geldt by L b)7

Voor een orthogonale basis b; is er een simpele manier om de basiscoéfficienten
Ao, A1 en Ay van een vector U te bepalen.

Propositie 1.4. De basiscoéfficienten A\; van een vector ¥ ten opzichte van een
orthogonale basis b; zijn

—

Ai = (b3, D)/ (b, by) . (8)

Bewijs. We berekenen eerst \g. Als ¢ = )\ol;o + )\151 + )\252, dan geldt
(bo» @) = (Bo, Aobo + Aibr + Asba) = Ao(Bo, bo) + A1 (Bo, b1) + Aa(bo, ba) -

Omdat de basis b; orthogonaal is, geldt (50, 51) = (50, 52) = 0. We hebben dus
(bo,ﬁ) = )\0 . (bo, bo) + /\1 -0+ /\2 0= /\0(60, bo), en vinden )\0 = (bo, ﬁ)/(bo, bo)
De berekening van Ay en Ay gaat net zo. O

A_'ls een basis niet alleen orthogonaal, maar zelfs orthonormaal is, dan geldt
(bi,b;) = 1. We vinden dan
Ai = (b, 7). (9)

Voor een basis niet orthogonaal is, geldt geen van beide formules.

Opgave 1.11. Controleer dat bo = (1,-1,0), b, = (1,1,1), en by = (1,1,-2)
een orthogonale basis is. Loop het bewijs van Propositie 1.4 na voor de vector
¥ = (1,0,0). Wat zijn de basiscoéfficienten \g, A\; en A2? Neem de proef op de
som door Aogo + Algl + )\252 te berekenen.

Opgave 1.12. Herhaal de vorige opgave voor ¥ = (z,y, 2).

Opgave 1.13. Is de basis by = (1,1,3), by = (2,1,—1), by = (—4,7,—1) van
R3 orthogonaal? Is zij orthonormaal? Bepaal de basiscoéfficiénten \; van een
vector U = (z,y, 2).

Opgave 1.14. Maak van de basis I_J; uit opgave 1.13 een orthonormale ba-
sis. (Deel hiervoor elke vector door zijn lengte, b, = b;/||b;||.) Bereken de
basiscoéfficienten A, ten opzichte van b}, en vergelijk ze met de coéfficiénten A;
uit 1.13. Wat valt je op?

1.2 Deelvectorruimten van R3

Een deelvectorruimte V van R? is een verzameling vectoren ¥ die de nulvector
bevat, en gesloten is onder optelling en scalaire vermenigvuldiging. Met andere
woorden:



D1) De nulvector 0 zit in V.
D2) Als @ en ¥ vectoren zijn in V, dan is ook ¥ + ¥ een vector V.
D3) Als ¥ een vector is in V', dan voor ieder getal A\ ook A¥ een vector in V.

De enige deelvectorruimte van dimensie 0 is de oorsprong V = {0} Ze bevat
é6n vector ¥ = 0, waarvan alle sommen en scalaire veelvouden weer 0 zijn.

Een deelvectorruimte van dimensie 1 is een lijn ¢ door de oorsprong. De som
van twee vectoren ¥ en ¢’ op de lijn £ ligt dan wederom op ¢, en ieder veelvoud
AU van een vector ¥ op £ ligt zelf weer op ¢. Let op: een lijn die niet door
de oorsprong gaat, is ook geen deelvectorruimte. Sommen en veelvouden van
vectoren liggen dan namelijk niet op de lijn.

S
+
S

<y
<y

F1G.5: De lijn £ gaat door de oorsprong; als ¥ en ¢’ op £ liggen, dan doen ¥+ ¢’
en \¥ dat ook. De lijn £ gaat niet door de oorsprong; de vectoren ¢ en ¥’ liggen
op ¢, maar hun som ¥ + ¥’ niet.

Een deelvectorruimte van dimensie 2 is een vlak door de oorsprong. Om de-
zelfde reden als voorheen is een vlak dat niet door de oorsprong gaat, ook geen
deelvectorruimte.

F1G. 6: Het vlak V gaat door de oorsprong; de som van @ en ¥’ ligt weer op V.
Het vlak V gaat niet door de oorsprong; ¢ en ¥/ liggen in V, maar ¥ + ¢/ niet.

De enige deelvectorruimte van dimensie 3 is de gehele ruimte R3.

1.2.1 Bases van deelvectorruimten

De rekenregels V1-V3 en 11-13 voor vectoren in R? gelden natuurlijk ook in
iedere deelvectorruimte V van R3. We kunnen dus allerlei definities en stellingen
voor R? ook formuleren voor haar deelruimten V.



Zo is een basis van V een stel vectoren b; z6 dat elke vector ¥'in V' op precies
één manier geschreven kan worden als

n—1 R
=Y Aibi
i=0
Het aantal basisvectoren, n, is de dimensie van de ruimte. Een lijn (n = 1) heeft
een basis I;O, een vlak (n = 2) heeft een basis 50, 51, en de gehele driedimensionale
ruimte (n = 3) heeft een basis 50, 51, 52.

Uiteraard heet een basis weer orthogonaal als (I_);,l;]) = 0 voor i # j, en
orthonormaal als (l_);,g ) = 0i;. In een lijn bestaat een basis uit één vector I;O,
en is dus automatisch orthogonaal. In een vlak V' is een basis bo, by orthogonaal
als (bo, bl) = 0. Als ¥ een vector in een vlak V met orthogonale basis bo, b1 is,
dan vind je de basiscoéfficienten g en \; weer door

Ao = (bo, D)/ (bo,bo), A1 = (by, )/ (by, by) . (10)
Het argument hiervoor is hetzelfde als in Propositie 1.4.
Opgave 1.15. Controleer (10) aan de hand van het bewijs van Propositie 1.4.

Het vlak V van vectoren ¥ = (z,y, ) in R® met x+ 2z = 0 is bijvoorbeeld een
lineaire deelruimte. Het bevat de nulvector 0, want 0 +0 = 0. Als ¢ in V zit,
dan zit ook AU in V', want als x 4+ z = 0, dan geldt ook Az + Az = 0. Ten slotte
zit de som ¥+ ¢ in V als ¥ en ¢ in V zitten, want als x +2z =0 en 2’ + 2/ =0,
dan geldt ook (z+ ')+ (24 2') = 0.

Deze deelruimte V heeft een basis by = (1,0,—1), by = (0,1,0). Deze is
orthogonaal, (50, 51) = 0, dus de basiscoéfficiénten van een vector ¢ in V zijn
Xo = (x—2)/2 en \; = y. Merk op dat voor een vector ¥ in V geldt dat z = —x;
je kunt ook \g = x schrijven.

1.2.2 Projecties

Stel dat @ = (z,y, 2z) een vector in R? is, en V een deelvectorruimte van R3.
Dan is de projectie P(U) van ¥ = (x,y,z) op V de vector in V die het dichtst
bij ¥ ligt. Er geldt dan (¢ — P(¢)) L V.

F1G. 7: De projectie P(¥) van ¥ op het vlak V.

Als je een orthogonale basis van V' hebt, dan vind je de projectie van een
vector ¥ in R3 op precies dezelfde manier als je de basiscoéfficiénten van een
vector ¢ in V' vindt.

10



Propositie 1.5. Als b; een orthogonale basis is van V', en U is een vector in
R3, dan is

(11)

I
gl
L
>
!

met X; = (bi, )/ (b, by).
Bewijs. Omdat P(7) in V zit en b; een basis is van V, zijn er coéfficiénten
i z6 dat (11) geldt. Om die te vinden, gebruiken we dat ¥ — P(¥) loodrecht

op V staat, en dus ook loodrecht op elke basisvector bj. We zien dan, dat

0= (b;, & — 00 Aibi) = (b;,7) — A\ (D), b5), en dus \; = (b;,9)/(b;,b;). O

1.2.3 Orthogonaliseren van een basis

Orthogonale bases zijn vaak makkelijk om mee te werken. Als bo, e bn 1
een basis van V' is, kunnen we deze orthogonaliseren door steeds van iedere
basisvector b de projectie op alle vorige basisvectoren b met j < ¢ af te trekken.
We verkrijgen dan een orthogonale basis b’<.

0) We begmnen met bo Deze vormt de basis van de lijn Vy = {)\Obo ; )\0 € R}.
We maken bo de eerste vector van onze orthogonale basis b b = bo

1) De tweede basisvector b’1 is het verschil van by en zijn projectie P(bl) op
de lijn V. We vinden b} = by — P(b1). Met Propositie 1.5 volgt nu de

formule
L B )
b = by — (5o, 4})%
(bOabO)

We hebben dan b, L 5. Omdat
bo, b1 en bj, b} in elkaar kunnen
worden uitgedrukt, is bj, b} een (orthogonale!) basis van het vlak

Vi = {Xobo + A1b1; Ao, A € R}
opgespannen door by en b;.

2) Vervolgens trekken we van b2 zijn projectie P(bg) op het vlak Vj af,
by = by — P(b2). We hebben dan b5 L by en by L b). Omdat b, b}
een orthogonale basis van V; is, vinden we met Propositie 1.5 de uitdruk-

king
6’12 — 5‘2 _ (56352)6’6 _ (5/1752)611
(bo,bp) (b1, 01)

Als bl een basis is, is bz dat ook. De twee zijn
immers in elkaar uit te drukken.

Uiteraard hoeven alleen al deze stappen af als we met een basis bo, bl, b2 van R3
beginnen. Voor een basis by, b; van een vlak V volstaan stap 0 en 1, en voor
een basis by van een lijn zijn we direct bij stap 0 klaar.
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1.3 De vectorruimten RY en CV

In §1.1 hebben we vooral gebruik gemaakt van de rekenregels V1, V2 en V3 voor
de optelling en de scalaire vermenigvuldiging, en van de rekenregels en 11, 12 en
I3 voor het inproduct. Het feit dat we werkten in R3, waar vectoren bestaan
uit drietallen reéle getallen ¥ = (x,y, z), is duidelijk van secundair belang. We
kunnen, met de nodige kleine veranderingen, precies hetzelfde doen voor de
ruimte R?, waar vectoren bestaan uit tweetallen reéle getallen 7@ = (x,y).

1.3.1 De vectorruimten RY

Maar wiskundig is er geen enkele reden ons te beperken tot 2 of 3 dimensies.
In de N-dimensionale ruimte R is een vector ¥ een N-tal reéle getallen v =
(2o, ...,2n—1). We definiéren de som van ¢ en ¥’ als de vector

T+0 = (xo+ 20y, TN-1+Tn_1). (12)
Het scalaire product van het getal A en de vector ¥ is gedefinieerd als
M = (Azg, ..., \zn—_1), (13)
en de speciale nulvector is 0 = (0,...,0).

Propositie 1.6. In RY wvoldoen de bovenstaande optelling, scalaire vermenig-
vuldiging en nulvector aan de rekenregels V1, V2 en V3.

Bewijs. Opgave. O

We definieren het inproduct van twee vectoren ' en o in RY als
(17,17/) = 1301‘6 + ...+ IN—1x3V_1 . (14)
Propositie 1.7. Dit inproduct voldoet aan de rekenregels 11, I2 en 13.

Bewijs. Opgave. O

Redeneringen en begrippen die alleen van de rekenregels V1, V2, V3 en I1, 12, I3
afhangen, gelden dus onverkort voor RY. We definiéren bijvoorbeeld de lengte
of norm van een vector als ||t]] := /(¥, 7). We zullen later zien dat net als
in R? de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz geldt, |(¢,7")| < ||]|[|7"|]. Het getal
(@, 7)/(|7]|17"]]) ligt dus tussen de —1 en de 1, en we definiéren de hoek tussen

U en ¥ als o,
0 := arccos <(_,v’v_,/)> . (15)
151112

In zekere zin draaien we dus de interpretatie van deze formule om; in §1.1 wisten
we wat hoeken in R? zijn, en leidden we daar (15) uit af. Nu gebruiken we deze
formule om het begrip ‘hoek’ in dimensie N > 3 iiberhaupt zin te geven. We
noemen twee vectoren ¥ en ' in RY orthogonaal als (¥,v") = 0.
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1.3.2 Bases en deelvectorruimten

Ook het begrippen basis en deelvectorruimte blijven hetzelfde. Wel hebben we
nu meer dan 3 basisvectoren nodig; de standaardbasis van RY is bijvoorbeeld
€0y -+, EN—1, waar €; = (0,...,0,1,0,...0) een 1 heeft op plaats ¢ + 1. Het
aantal basisvectoren n in een basis 50, ceey gn_l van V C RY is ten hoogste N,
n < N. De orthogonalisatieprocedure verloopt precies zo als in §1.2.3, behalve
dat hij niet na hooguit twee, maar na hooguit n — 1 stappen ophoudt.

Een voorbeeld van een n-dimensionale deelvectorruimte van RY is de verza-
meling vectoren van de vorm ¢ = (zg,Z1,...,2Zn-1,0,...,0). Een basis hiervan
wordt gevormd door de eerste n vectoren van de standaardbasis, €y, ..., €,_1-
De deelvectorruimten in de volgende opgaven zijn niet van deze vorm.

Opgave 1.16. Stel V C R® is de verzameling van vectoren v = (zq,...,24)
met xg+ ...+ x4 = 0.

a) Waarom is V een deelvectorruimte van R°?

b) Laat zien dat by = (1,—1,0,0,0), by = (0,1,—1,0,0), by = (0,0,1,—1,0),
bs = (0,0,0,1,—1) een basis is van V.

c¢) Orthogonaliseer deze basis.

Opgave 1.17. Geef een orthogonale basis van de 999-dimensionale deelvec-
torruimte V' C R0 die bestaat uit vectoren @ = (z,...,Tgg9) Waarvan de
coefficiénten optellen tot nul, zg + ...+ xgg9g = 0.

Als een deelvectorruimte V' C R een orthogonale basis l;z heeft, dan is de
projectie P(¥) van de vector ¥ = (xq,...,2ny—1) op de ruimte V weer gegeven
door

n—1
P(@) =" Nib; (16)
1=0

met )\z = (61,17>/(5Z,gl)

Opgave 1.18 (Lineaire Regressie). We zoeken de functie f(x) = o + fx die
de meetwaarden (o, 4o), .- (xN—_1,yn—1) het best benadert, in de zin dat de
som van de kwadraten van de gemaakte fout minimaal is. We zoeken dus de
waarden van « en 3 die

N-1
A=Y (f(i) —wi)’ (17)
i=0
minimaliseren. Definiéer de vectoren v, 50 en 51 in RN door

U:(yO;---ayN—l) 50:(1,,1) 51:(x0,...,xN_1).

a) Laat zien dat A = ||aby—+8by —||. Deze uitdrukking wordt dus geminima-
liseerd als abg+ 8b; de projectie P(¥) van ¢ op de deelruimte opgespannen
door by en by is.

b) Orthogonaliseer by, by tot 56, v,
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¢) Wat zijn de basiscoéfficiénten A en Ay in P(7) = Aobly + Ab,? Druk je
antwoord uit in de gemiddelden

| Nl | Nl
CUZNi:OCCm y:N;yi
en de (co)variantie
L Nl L Nl
Cov(z,y) = N 2 (x; = T)(y; —Y), Var(x)= i 2. (z; —T)%.

d) Druk de projectie uit in de oorspronkelijke basis, en bepaal a en § in de
uitdrukking P(¥) = abg + Bb;.

Het resultaat van deze opgave is wellicht de moeite om te onthouden:

Propositie 1.8 (Lineaire regressie). De waarden van o en B waarvoor de func-
tie f = a+ Bz de meetpunten (xo,yo0), ... (xn—_1,Yyn—1) het best benadert (in de
zin dat de kwadratische fout (17) minimaal is) zijn

~ Cov(z,y)

B= Var(z) =y-hT

1.3.3 De vectorruimten CV

We spelen hetzelfde spel met de ruimte CV, waar een vector bestaat uit een
N-tal complexe getallen ¥ = (zp,...,zn). Je kunt een vector ¥ nu ook met een
complex getal A vermenigvuldigen.

We definiéren de som van twee vectoren ¢ en ¥ weer als

T+ = (204 20y 2n-1+ 2N_1)- (18)
De scalarvermenigvuldiging van een vector @ in CV met een complex getal X is
M= (A2, ..y AZpn—1) . (19)

De speciale nulvector in CV is uiteraard 0 = (0,...,0).

Propositie 1.9. In CV voldoen de optelling, scalaire vermenigvuldiging en nul-
vector aan de rekenregels V1, V2 en V3. (Hierbij mogen de getallen X\ en u
complex zign.)

Bewijs. Opgave. O
Opgave 1.19. Zij ¥ de vector ¥ = (1,4) in C2. Bereken i#, 2iv, en (1 + 2i)7.
Opgave 1.20. Bereken (1 —i)7+ % voor 7 = (1,1+14,i), ¥’ = (i,1,2—14) in C3.
We definiéren het inproduct op CN als

(U,7) =Zoz) + ... ZN-12N_1 - (20)
Hierbij is Z = ¢ — iy de complex geconjugeerde van z = x + iy. Dit inproduct

voldoet aan de eisen I1 en I3, maar niet aan 12.
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Uit formule (20) volgt direct dat aan I1 voldaan is, maar in plaats van de
verwachte symmetrie (7,¢') = (¢, 7), vinden we de vergelijking

JV— — — = -
(U, 0) =Zgz0+ ... + Zy_12N-1 = Zo2y + ... + En_12y_ = (U,0

In plaats van 12 geldt dus
(v, 0) = (,7). (21)

Voor I3 merken we op dat zz = 2% + 32. Voor de vector ¥ = (zp,...,2xy_1) met
coéfficienten z; = x; + iy; geldt dus

(U, 0) =aq +yg+ ... +a%_ 1 +yn 1 (22)

Dit is altijd groter of gelijk aan nul, en (¥, ¢") is nul precies dan als alle x; en y;
gelijk zijn aan nul. Dit betekent dat de vector ¥ gelijk is aan de nulvector 0.

Opgave 1.21. Bereken (¥, 0") voor:

a) 7= (1, i) en @ = (1,9)
b) 7= (1,i) en @ = (1,1)
¢) 7= (1,—i) en @ = (1, —i)

Opgave 1.22. Als 7 = (2, 21) en ¢’ = (20, 2}) vectoren in C? zijn, en A = i, ga
na dat (7, A\0") = @, 7") (\G,7") = \(¥, 7).

Opgaven 1.23, 1.24, 1.25 en 1.26 horen bij elkaar, en vormen de opmaat voor
Fouriertheorie.

Opgave 1.23. De vectoren 50 en 51 in C? zijn gegeven door 50 = (1,1) en
by = (1,—1). Bepaal (bo, bo), (b1,b1) en (bo, b1).

Opgave 1.24. Zij w = e?™/3 = (-1 + 1/3i).

a) Wat is w?, w3, w?*, enzovoorts? Wat is w™!, w2, w2, w™,...7 Wat is
@, w2, w3, w*, .. .7 Maak een plaatje in het complexe vlak.

b) De vectoren 507 by en by in C3 zijn gegeven door en by = (1,1, 1), by =
(1,w,w?), en by = (1,w? w?) = (1,w? ,w). Bepaal de inproducten (b;,b;
tussen al deze vectoren.

Opgave 1.25. De vectoren l_;o, 51, 52, bs in C* zijn gegeven door by = (1,1,1,1),
by = (1,i,i2,8%), by = (1,i%,4%,4%) = (1,—1,1,—1), en by = (1,i3,i%,4?) =
(1,—i,—1,%). Bepaal de inproducten (b;, b;) tussen al deze vectoren.

Opgave 1.26. Kijk nog eens naar Opgave 1.23, 1.24 en 1.25. Zie je de over-
eenkomsten? (Hint: ¢?™/2 = —1, 27/3 =, 2™/* = {.) Kies je favoriete getal
n > 4, formuleer de bijbehorende opgave, en raad het antwoord.

Omdat (¥, ¥) niet negatief is, kunnen we de lengte of norm weer probleem-
loos definiéren als ||7]| := /{7, ¥). Het begrip hoek ligt in C¥ iets complexer.
We zullen later zien dat ook in CV de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz geldt,
[(T, 7Y < ||U]|||7’]]. Toch kunnen we de hoek tussen de vectoren ¥ en ¥’ niet
definiéren aan de hand van het quotiént (7, ") /||9]|||?"||, omdat dit een imaginair
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deel kan hebben. We behelpen ons door de hoek tussen de lijnen opgespannen
door ¥ en ¥’ te definiéren aan de hand van de absolute waarde van dit quotiént,

= arccos ( 1, 7)| ) . (23)

12112

Merk op dat 0 < |(¥,7")| < 1, zodat deze hoek tussen de lijnen altijd scherp is.

<

gvcct

FI1G. 8: Zelfs als de hoek Oyect tussen twee vectoren ¥ en ¥ stomp is, is de hoek
61ijn tussen de bijbehorende lijnen £ en ¢'altijd scherp.

1.3.4 De Fourierbasis van C¥

We construeren een speciale basis van CV, met behulp van het complexe getal
w = e2™/N = cos(2m/N) + isin(27/N).

Lemma 1.10. De uitdrukking 1 + w™ + w?™ + ...+ wN =Y 45 gelijk aan N
alsme{...,—2N,—N,0,N,2N,...}, en anders 0.

Bewijs. Als m een veelvoud is van N, dan geldt w™ = 1. In het bijzonder is
dan 1+w™+...+w® V™ =14 . +1+...+1=N.

Als dit niet het geval is, dan is ook w™ # 1. We berekenen (1 — w™)(1 +
W .. +wN=Dm) Door de eerste haakjes uit te werken zien we dat dit gelijk
is aan

(1—w™) (A +w™+... +ul¥my =
A+w™+.. WD) (44 oWV Dm Ny

1—w¥m = 0.

In de laatste stap gebruiken we dat w™ = 1, zodat 1 — w™¥ =1 — (W)™ = 0.
Omdat w™ niet 1 is, geldt echter (1 — w™) # 0. Dus moet de tweede factor
(14+w™+ ... +w®=1m) gelijk zijn aan nul. O

Opgave 1.27. Teken de machten van w in het complexe vlak voor NV = 3 en
N =8, en vergeet hierbij vooral niet w°. Illustreer Lemma 1.10 voor m = 0, 1,2
met N = 3, en voor m =0,1,2,4 met N = 8.

We definiéren de Fourierbasis 50, .. ,EN_l van CV door
br = (1,w% W, .. W=Dk (24)

Met Lemma 1.10 zien we nu dat (U, Uk) = Ngg. (De Kronecker-delta dxp is
1 als k =k, en anders 0.)
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Propositie 1.11. De vectoren gk vormen een orthogonale basis van CN. In het
bijzonder is het inproduct (U, Ux) = Ndjps.

1

Bewijs. Door gebruik te maken van w = w™", zien we dat

(T, Tpr) = (T-1+Jw’f'+ﬁw2"”+...+w<N—1)kw(N—1)’“')

(1 + =R 2R Ly w(N*U(’“'*“) .

Volgens Lemma 1.10 is dit NV als & — k' =0, en anders 0. Het orthogonale stelsel
b bestaat uit NV vectoren, en moet dus een basis zijn. O

Het is gebruikelijk om de basiscoéfficiénten van v ten opzichte van de Fou-
rierbasis (24) aan te duiden met cj. Voor elke vector o7 € CV geldt dus

N-1
v = Z crby . (25)
k=0

De basiscoéfficiénten ¢, vinden we op de vertrouwde manier. Substitueer de
uitdrukking v = Zg;é Cprbyr in <5k, ¥), en merk op dat (Ek, Ek,> gelijk is aan nul
als k # k. Je verkrijgt dan (b, ) = ci(by, bi), en dus g = (b, v)/(bp, bi) =
%(Z_)}g, v). Samenvattend vinden we

N—

. 1 -
U= Z crby met ¢ = N(bk,w.
k=0

[

We schrijven dit uit in termen van de componenten v, van de vector v =

Vo, ...,un_1). Omdat de n-de component van by, gelijk is aan w*" = e27ikn/N
05 yUN—1 p k gell] >

e2mikn/N N-1 —2mikn/N

. N-1
vinden we v, =3, ¢ ,met ¢ = 4 Y0 Une

Stelling 1.12 (Discrete Fouriertansformatie). ledere vector v € CV kan ge-

schreven worden als
n—1

Uy = § Ck€27rik‘n/N’ (26)
k=0
met Fouriercoéfficienten

| N1
cr = N Z ’Un€727”kn/N ) (27)
n=0
De Fouriertransformatie is dus een basistransformatie. Formule (27) geeft de
basiscoéfficiénten ¢, voor de Fourierbasis by, in termen van de basiscoéfficiénten
v, in de standaardbasis €,. Omgekeerd geeft (26) de v, in termen van cy.

1.4 Algemene definitie van vectorruimte en inproduct

We vangen al deze voorbeelden met één definitie: het begrip vectorruimte. Hier
verschuift de aard van de vectoren waar je mee werkt naar de achtergrond,
terwijl de rekenregels juist op de voorgrond treden. Het interesseert ons niet
langer wat de vectoren zijn, als je er maar mee kunt rekenen zoals je gewend
bent.
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Definitie 1.13 (Vectorruimte). Een vectorruimte is een verzameling V' van
‘vectoren’, met een optelling die aan ieder tweetal vectoren ¥ en ¢’ de vector
U+ v toevoegt, een scalaire vermenigvuldiging die aan een getal A en een vector
¥ de vector AU toevoegt, en een speciale nulvector 0. We eisen dat de volgende
rekenregels gelden:

V1) Een vector ¥ verandert niet als je hem met 1 vermenigvuldigt, of als je er
de nulvector bij optelt, 10 = ¥ en 0 + ¢ = ¥. Als je een vector bij zijn
tegengestelde —v := (—1)v optelt, krijg je de nulvector 0.

V2) Het maakt niet uit in welke volgorde je vectoren ¢ en ¢’ bij elkaar optelt,
of met een getal A vermenigvuldigt. Preciezer: er geldt v+ ¢/ = ¢/ + 7,
T+ W +0")=0+0)+ 0", en A\(U+7T) = A0+ A

V3) Het maakt niet uit of je twee getallen A en p eerst met elkaar vermenig-
vuldigt en dan met een vector ¥, of andersom: A(u¥) = (Au)v. Hetzelfde
geldt voor het optellen van getallen: (A 4 p)v = AU+ ud.

Een vectorruimte heet complex als de getallen A en p in V2 en V3 niet alleen
reéel, maar ook complex mogen zijn.

We hebben gezien dat de optelling en scalaire vermenigvuldiging in RY en
C¥ aan de eisen V1, V2 en V3 voldoen. De ruimten V = RY en V = C¥ zijn
dus vectorruimten, en V = C¥ is zelfs een complexe vectorruimte.

Een vectorruimte V met een inproduct heet ook wel een inproductruimte.
Ook bij de algemene definitie van het inproduct stellen we de rekenregels cen-
traal, in casu I1, 12 en I3.

Definitie 1.14. Een inproduct op een (complexe of reéle) vectorruimte V' is een
manier om aan elk tweetal vectoren ¢ en ¥ een (complex of reéel) getal (v, 7")
toe te kennen, zodanig dat:

I1) Het inproduct optelling en scalaire vermenigvuldiging respecteert :
(U, 7 +0") = (0,0") + (0,0") en (U, \0") = X\ (¥, 0").

12) Het inproduct voldoet aan (¥, 7") = (¢, U).
13) Er geldt (¥, 0) > 0, en (¥,7) = 0 is alleen mogelijk als ¢ = 0.

Voor het inproduct in een reéle vectorruimte schrijven we (¥, 7). Aangezien dit
een reéel getal is, vereenvoudigt 12 tot (¢, 7) = (¥, 7).

We hebben gezien dat de inroducten op RY en CV inderdaad aan deze eisen
voldoen. De vectorruimten V = RY en V = C¥ zijn dus inproductruimten, en
V = C¥ is zelfs een complexe inproductruimte.

1.4.1 De ruimte van golffuncties

Een belangrijk voorbeeld van een vectorruimte met inproduct is de quantum-
mechanische ruimte van golffuncties. We bekijken de ruimte V = £2(R) van
functies ¢: R — C die kwadratisch integreerbaar zijn,

/00 || (z)dr < oo
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Willen we dergelijke functies ¢ als vectoren zien, dan moeten we specificeren
hoe we ze optellen en met een complex getal A vermenigvuldigen.

De som v + ¢’ van twee functies ¢ en v’ is de functie die in z de waarde
Y(x)+Y' (z) heeft, (Y+v¢") () := ¥ (x)+¢'(x). Het product A\ van de scalar X en
de functie 1 is de functie die in « de waarde \i)(x) aanneemt, (\)(x) = A\p(x).
Ten slotte is de nulvector 0 de functie ¥ (x) = 0.

Propositie 1.15. De ruimte V van functies, met bovenstaande optelling, sca-
laire vermeniguuldiging en nulvector, voldoet aan de rekenregels V1, V2 en V3.
Z1y 18 dus een complexe vectorruimte.

Bewijs. Opgave. O

We definiéren het inproduct (1, v’) tussen twee functies ¢ en )’ als het getal

W) = [ T @)de. (25)
Propositie 1.16. Dit voldoet aan de rekenregels 11, 12, en bovendien geldt
(,) > 0 voor alle ¥ in L2(R).

Bewijs. Dat het inproduct optelling en scalaire vermenigvuldiging respecteert,
komt doordat integratie dat ook doet. Voor I1 berekenen we

[ @) (@)de = A7 (@) (z)dz  en
5o (@) (@ + ¢ () da [ (@) (z)de + [ i (x)y" (z)dw
We zien dus dat I1geldt: (1, \p') = X(2p, ") en (3, ' +") = (b, ") + (v, ").

De eigenschap 12 volgt omdat integratie complexe conjugatie respecteert,

SO @) (@)de = [7 ' (@)p(e)de = [Z 4 (@) (a)da

Er geldt dus (¢',¢) = (,4"), en dit is 12. Ten slotte is (1), 1)) > 0. Omdat
Y(x)Y(x) = [(x)|? groter of gelijk aan nul is, geldt (v, ) = [ | (z)|*dz > 0.
O

Opmerking 2. Strikt genomen is er in in de vectorruimte £2(R) niet geheel
aan de rekenregel I3 voldaan. Weliswaar geldt (¢,4) > 0, maar op de regel
dat (¢,4) = 0 alleen mogelijk is als t(z) = 0 zijn flauwe uitzonderingen te
bedenken. Een voorbeeld is de functie 1) met 1g(x) = 0 voor  # 0 en ¢)p(x) =1
voor z = (. Dit kleine probleem heeft geen ernstige gevolgen, en wordt meestal
opgelost door fysisch equivalente golffuncties (zoals 1y en de nulvector i (z) = 0)
met elkaar te identificeren.

Hiermee komt de ruimte V' = £2(R) van golffuncties op gelijke voet te staan
met V =RY en V = C¥; het zijn alledrie inproductruimten. Eigenschappen die
we kunnen bewijzen uit alleen V1-V3 en I1-13 gelden dus net zo goed voor de
driedimensionale ruimte R? als voor de ruimte van golffuncties. We bespreken
een paar belangrijke varianten op dit thema.
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Golffuncties in drie dimensies FEen quantummechanisch deeltje dat in drie
dimensies beweegt, wordt beschreven door een kwadratisch integreerbare functie
¥(x,y,2) van drie variabelen. Deze vormen de vectorruimte V = £2(R?), met
inproduct

(") = /_Z /_i /_Zoo P(z,y, 2)Y (z,y, 2)drdydz .

Interval Op dezelfde manier definiéren we de ruimte £2([a,b]) van kwadra-
tisch integreerbare functies op het interval [a, b]. Het inproduct is gegeven door

(W, ") = [, f (2) (z)dz. De definitie van kwadratisch integreerbare functies
op rechthoeken, blokken etc. laat zich raden.

Kwadratisch integreerbare functies op de cirkel In Fouriertheorie is
de ruimte £2(S') van kwadratisch integreerbare functies op de cirkel S =
{(x,y); %2 + y?> = 1} van belang. We schrijven een functie f: S' — C vaak
in poolcodrdinaten, f(¢) met —m < ¢ < w. Het is dan wel van belang om te
onthouden dat f alleen continu op de cirkel is als f(w) = f(—m).

Kwadratisch integreerbaar ten opzichte van een dichtheid Een laatste
variant is de vectorruimte £2(R, 1), waar p: R — RZ0 een positieve functie is.
Dit is de vectorruimte van functies f: R — C waarvoor [~ |f(z)[*u(z)dz < oo,
met inproduct

(frg9)= /jo F@)g(x)p(z)dz .

We zullen de versie tegenkomen waar p(z) = \/%e_ﬁ/z

dichtheid is. De varianten voor R? en R? spreken voor zich.

de gaussische kans-

1.4.2 Eigenschappen en begrippen voor vectorruimten

Met de definitie van vectorruimte en inproduct hebben we een drietal bewerkin-
gen (optellen, scalaire vermenigvuldiging en inproduct) en een zestal eigenschap-
pen (V1-V3 en 11-13) uitverkozen tot ‘fundamenteel’. De andere eigenschappen
van deze drie bewerkingen zijn hier eenvoudig uit af te leiden.

Eigenschappen Zo hebben we bijvoorbeeld in I1 voorgeschreven dat de rech-
terkant van het inproduct optelling en scalaire vermenigvuldiging respecteert.
Omdat we in 12 voorgeschreven hebben wat er gebeurt als je rechts en links ver-
wisselt, kunnen we nagaan hoe de linkerkant van het inproduct zich gedraagt.

Propositie 1.17. Voor het inproduct op een complexe vectorruimte V geldt
(G+7,0") = (0,7")+ @, 7"), (29)
MG, T = Nou, o). (30)

Bewijs. We draaien links en rechts om met 12, halen met I1 de optelling buiten
de haakjes, en draaien vervolgens links en rechts weer terug,

G+ 7,0 @ o+ 0) 2@ 0 + (0,0 2 (@,8") + (7,7



Doen we hetzelfde met scalaire vermenigvuldiging, dan wordt A complex gecon-
jugeerd,

2

lie]

G, 7Y Z 0 30) 2 NT,0) = N, 0) 2 NG, 7).

O

Opmerking 3. In dit dictaat eisen we dat scalaire vermenigvuldiging rechts
gerespecteerd wordt, en verschijnt dus automatisch links een X. Hiermee vol-
gen we de conventies in de fysicaliteratuur. In de wiskundeliteratuur neemt
men veelal aan dat de scalaire vermenigvuldiging links gerespecteerd wordt, en
verschijnt A dus rechts.

Opgave 1.28. Controleer vergelijking (29) en (30) voor CV aan de hand van
de expliciete uitdrukking (20) voor het inproduct. Doe hetzelfde voor de ruimte
van golffuncties, aan de hand van de uitdrukking (28).

Begrippen Allerlei andere bewerkingen op vectorruimten definiéren we nu
in termen van optelling, scalaire vermenigvuldiging en inproduct. De eigen-
schappen van deze bewerkingen volgen dan uit de fundamentele eigenschappen
V1-V3 en I1-13.

De tegengestelde —v en het wverschil v — v/ definiéren we bijvoorbeeld in
termen van optelling en scalaire vermenigvuldiging, als

—0 = (=1)7, en UT—U =0+ (-7). (31)

De voor de hand liggende rekenregels voor tegengestelde en verschil, zoals —(\v)
A=v), T+ (@' —0") = (T+7") =0 en AN(T—0") = AT — A\’ volgen dan ook direct
uit de rekenregels voor optelling en scalaire vermenigvuldiging.

Vaak kunnen nuttige begrippen uit de driedimensionale ruimte R® worden
overgeheveld naar algemene inproductruimten V' door ze te formuleren in termen
van optelling, scalarvermenigvuldiging en inproduct. In §1.1 zagen we bijvoor-
beeld dat de lengte ||7]| van een vector ¥ in R? gelijk is aan /{7, ). Voor een
vector ¥ in een algemene inproductruimte V' definiéren we nu de lengte of norm
als

Il = /T 5. (32)

Het begrip ‘lengte’ of ‘norm’ is nu ook beschikbaar in, bijvoorbeeld, de ruimte
van quantummechanische golffuncties. Daar blijkt het een nuttig begrip; de
fysisch relevante golffuncties zijn bijvoorbeeld precies de vectoren ¥ van norm
¥l = 1.

In §1.1 zagen we dat twee vectoren ¥ en ¥ in R? loodrecht op elkaar staan als
(U,7") = 0. In een algemene inproductruimte V' definiéren we nu orthogonaliteit
van ¥ en ¥ als

(@,7) = 0. (33)

Ook dit begrip bewijst zijn waarde buiten de vertrouwde context van R3; de
overgangswaarschijnlijkheid tussen twee golffuncties 1) en 1)’ is nul precies dan
als ze orthogonaal zijn.

We willen ook het begrip hoek overhevelen van R? naar de algemene inpro-
ductruimte V. Geinspireerd door formule (7) voor R3, en formule (23) voor C¥,
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willen we de hoek 6 tussen de lijnen door twee vectoren ¢ en ¥ in een (complexe)
inproductruimte V definiéren aan de hand van de formule
(@, 7)|
Gl

cos() = (34)
Hiervoor moet wel een klein probleem worden opgelost: is het wel waar dat het
quotiént [(¥, 0")|/]|¥]|||7"|| kleiner is dan 17 Anders kan het bezwaarlijk worden
opgevat als de cosinus van een hoek. We bewijzen dat dit inderdaad het geval
is, uiteraard met behulp van de rekenregels V1-V3 en I1-13.

Propositie 1.18 (Cauchy-Schwarz). In een inproductruimte V' geldt voor ieder
tweetal vectoren U en ¥':

(@, o) < 19| 7]

Bewijs. Voor elk complex getal A geldt dat (7 — A\, 7 — \') = ||§ — A2 > 0.
Werken we de haakjes uit, dan vinden we

(T,0) — N0, 0) — Nu, ) + | M2, ) > 0. (35)

We vullen hier het complexe getal A = (¢, 0)/(¢,¥’) in, verkregen door de
afgeleide van (35) naar A = x + iy gelijk aan nul te stellen. We vinden dan

L @V, T @0, ) (0,72 o @ T?
(0,7) (7, v (T, ") + ) (v,7) v,y T
en dus |(7,7")|? < (¥, V)7, ") = ||¥]|?]|7"]°. O

In de context van de ruimte £2(R) van quantummechanische golffuncties
wordt de grootheid
2 [, v
cos?(0) = -———
1211712

opgevat als de overgangswaarschijnlijkheid tussen 1 en 9’. Dit is de kans dat
een meting van v’ een positief antwoord oplevert als het deeltje zich in de
toestand 1 bevindt. Om deze interpretatie iiberhaupt mogelijk te maken, moet
de kans natuurlijk wel tussen 0 en 1 liggen. Dit wordt gegarandeerd door de
Cauchy-Schwarzongelijkheid.

Opgave 1.29 (Collapse of the wavefunction). Stel een electron heeft spintoe-
stand 1 = (a, B) in C2. Dit wordt ook wel geschreven als 1) = a1 )+ 3|{), met
[1) en |]) de o.-eigentoestanden | 1) = (1,0) en |} ) = (0,1). We nemen aan
dat v genormaliseerd is, ||¢| = 1.

a) Wat is de projectie pj van ¢ op de (complexe) lijn opgespannen door |1 ),
dus op C-|1) = {(A,0); Ain C}? Wat is zijn projectie op C- | |) =
{(0,X); AinC}? Bereken ||py]|? en ||p2[|?. (Dit is de kans op o, = 1 of —
bij een electron in toestand .)

b) Wat is de projectie p}’ van p; op ¥? Wat is de projectie ps’ van py op ¥7
Bereken [|p1/]|2 + ||p2’||*. (Dit is de kans dat het electron na een meting
van o, nog steeds in de toestand v verkeert.) Maak een schets; neem
hierbij aan dat o en 3 reéel zijn, en teken in R? in plaats van C2.
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1.4.3 Deelvectorruimten, bases, projecties

De begrippen deelvectorruimte, basis en projectie blijven hetzelfde als voorheen.

Een deelvectorruimte W van V' is een verzameling vectoren ¥ die de nulvector
bevat, en gesloten is onder optelling en scalaire vermenigvuldiging. Met andere
woorden:

D1) De nulvector 0 zit in W.
D2) Als ¢ en ¥ vectoren zijn in W, dan is ook ¥ + ¢ een vector W.

D3) Als ¢ een vector is in V, dan voor ieder getal A ook AV een vector in W.
Voor complexe vectorruimten mag het getal A ook complex zijn.

Een basis b; van een vectorruimte V is een (eindige) verzameling vectoren
zo dat iedere vector ¥ op precies één manier geschreven kan worden als

N-1

7= Aibi.

=0

De basiscoéfficiénten \; mogen complex zijn als V' een complexe vectorruimte
is. Een basis heet orthogonaal als <gl,5j) = 0 voor i # j, en orthonormaal als
(bi, bj) = 04

De projectie P(U) van een vector ¥ in V' op een deelruimte W is de vector
in W waarvoor |7 — P(7)|| minimaal is. In R3 zagen we in een plaatje dat dit
precies dan het geval is, als ¥ — P(¥) L W.

Voor algemene vectorruimten is dit (mij, in ieder geval) niet direct duidelijk.
We hebben hier een extra argument nodig, dat alleen V1, V2, V3 en I1, 12, I3
gebruikt. Hiervoor hebben we de stelling van Pythagoras nodig. We laten zien
dat deze geldt in iedere inproductruimte:

Stelling 1.19 (Pythagoras). Als twee vectoren U en ¥ in een inproductruimte
V loodrecht op elkaar staan, v L @, dan geldt ||+ ¢'||? = ||7]|% + ||7"]|2.

Bewijs. Als we het inproduct ||+ @'||? = (7 + ¢, ¥ + @) uitwerken, dan zijn de

kruistermen (¥, ¢") en (¢, ¥) nul vanwege ¥ L ¢'. Er geldt
T+, 0+ 0 = (0,0) + (0,7) + (7, 0) + (7, 7)) = (U,0) + (T, 7),
en dus ||7+ 7| = ||7]|* + [|7"]]>. O

Een handig gevolg van de Stelling van Pythagoras is dat we de lengte van een
vector ¥ uit kunnen rekenen, zodra we zijn basiscoéfficiénten ten opzichte van
een orthogonale basis weten.

Propositie 1.20. Als l_); een orthogonale basis is en UV = Zf’;ol )\il_);-, dan geldt
1512 = Poll1Boll* + - - + w1 *[on—1]1* -

Bewijs. De Stelling van Pythagoras zegt dat ||7]|2 = || Aobo| |2+ . .+ An_1bn_1]|?,
omdat de termen orthogonaal zijn. Haal nu de \;’s buiten haakjes. O

Maar het was ons natuurlijk begonnen het resultaat dat een projectie P(¥) op
een deelruimte W de eigenschap heeft dat ¢ — P(?) loodrecht staat op W.
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Propositie 1.21. Stel dat p’ een vector in W is, met U — p L W voor elke W in
W. Dan is p = P(¥) de projectie van ¥ op W.

Bewijs. We laten zien dat de afstand |0 — || van ¥ tot een willekeurige vector
W in W minstens zo groot is als zijn afstand ||0 — p]| tot p. Schrijf |7 — o =
(0= p) + (p— W)|. Omdat p— & in de deelruimte W zit, geldt ¥ — p’ L p'— .
Met de stelling van Pythagoras zien we dus dat

17— @)|* = (7 - )+ (F—@)* = I(F—DI° + | (7 — D)|?
Nu is ||(5— @) ||* > 0, dus er geldt |7 — ]|*> > ||(7 — p)|>. O

Als 1;0, ce, by_1 een (eindige) basis van een deelvectorruimte W van V is,
dan kunnen we de projectie op W uitrekenen met de gebruikelijke truc.

Propositie 1.22. Stel l_); is een orthogonale basis van W. Dan is de projectie
P () van U op W gegeven door

N-1
P(@) =" Nb;, met X\ = (b;,0)/(bi,bi). (36)
1=0

Bewijs. Schrijf de vector P() in W als P(7) = Y.r o' Mibi. Als @ — P(0)
loodrecht op elke vector in W staat, dan staat hij in het bijzonder loodrecht op
iedere basisvector b;. Omdat (b;,b;) = 0 als 7 # j levert dit

0= (b;, @ — P(8)) = (b, 7) — S0 " N (bi, by) = (bi, @) — Nibi, ) -

=0
We vinden dus \; = (b;, %)/ (b;, b;) zoals gewenst. O

Opmerking 4. Als de vectorruimten V en W complex zijn, is (5“ ¥) niet het-
zelfde als (U, ;). Let hierop in Formule (36).

Het orthogonaliseren van een stelsel 50,51, ... gaat hetzelfde als in R3. Je
trekt steeds van iedere vector by, zijn projectie P(b,) op de ruimte W,,_; op-
gespannen door alle vorige vectoren 50, .. .,En_l af. Dit procédé heet Gram-
Schmidt orthogonalisatie.

0) De eerste basisvector 5’0 = 50 spant de eendimensionale deelruimte Wy op.

1) De tweede basisvector wordt b = by — P(by), waar P(by) de projectie op
Wy is. Deze staat loodrecht op by (Propositie 1.21) en is gegeven door
(Propositie (36))

L
By = by — <If/°’i’,> B .
(o, bo)

Je hebt dan een orthogonale basis b, b} van de ruimte Wy = {Aobo+ 161}
opgespannen door by en bs.

-,

n) Stel je hebt een orthogonale basis 56, ..., b, _; van de ruimte W,,_; van
vectoren van de vorm )\050 + ...+ An_lgn_l. Dan vind je de volgende
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vector I_)Z1 door van b, zijn projectie op W,_1 af te trekken, BZL = En—P(gn)

Vanwege het feit dat l%, cee l_JZL_l al orthogonaal is, levert dit
PV 77 -
by =b — <<#?’f’,,>bg+.. + j/ "’ﬂ’/w b;”)
<b0’b0> ( n—17bn—1>

1.4.4 Projecties in functieruimten
We passen de theorie van inproductruimten toe op het volgende probleem.

Probleem 1. Gegeven een functie f: [—1,1] — C. We zoeken het tweedegraads
polynoom ps(x) = ag + a1z + azx? dat de functie f het best benadert, in de zin
dat de kwadratische fout

1
A% = / 1) ) P (37)

minimaal is.

Het probleem speelt zich af in de vectorruimte V = £2([—1,1]) van functies
f:[-1,1] —» C met f_ll |f(z)|?dx < oo. Dit is een complexe vectorruimte, met
inproduct

(f.9) = / Tt

We vatten de functie f op als een vector in V = £2([—1,1]).

We bekijken de driedimensionale deelvectorruimte W van polynomen p(z) =
ao + a1z + asx? van graad hoogstens 2, waarbij ag, a1 en as complexe getallen
mogen zijn. De ruimte W heeft een basis by, b; en by met by(z) =1, by(x) =«
en by(z) = 22,

De kwadratische fout (37) is natuurlijk niets anders dan de afstand A =
|lf — p2|| van f tot pa. We zoeken dus de vector ps in W waarvoor de afstand
A = ||f — p2|| tot f minimaal is. Dit is de projectie po = P(f) van f op W.

Om de projectie te vinden, hebben we een orthogonale basis van W nodig.
De basis bg, by, b2 is niet orthogonaal, want

(bo,bo) = [, T - 2%de = [1a%]L, = 2/3.
Net zo berekenen we

<b07b0> = 2, <b1,b1> = 2/3, <bg,b2> = 2/5 en (38)
(bo,b1) =0, (bo,ba) =2/3, (b1, bs) = 0.

We hebben dus de Gram-Schmidt orthogonalisatiemethode nodig. In Stap 0
merken we op dat b, = by = 1 een orthogonale basis is van de ruimte Wy =
{ag - 1} van constante functies.

In Stap 1 trekken we van by zijn projectie op Wy af, by = by — P(b;). We

vinden
<b6’b1>
(bp, bp)

by =b — by = b1,
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omdat (b, b1) = (bg,b1) = 0. We hebben dus een orthogonale bass by(z) = 1,
by (z) = z van de ruimte W7 = {ag+a;2} van polynomen van graad hoogstens 1.
In Stap 2 trekken we van be zijn projectie op Wi af, by = by — P(b). We

vinden W by) (b b) )

b':b— 05 Y2 172b/>:b_b/’

P (<ba,ba> ") ="
waarbij we in de laatste stap gebruik maken van (38) en het toevallige feit dat
by = by en by = by. Al met al hebben we nu de volgende orthogonale basis
van de ruimte W = {ag + a17 + ax?} gevonden: bj(z) = 1, bj(z) = z, en
by(z) =2 — L.

Met behulp van deze orthogonale basis kunnen we de projectie van f op

W vinden. Er geldt P(f) = Aobl + Mb, + Aobly, met X, = (B}, f)/ (b, b). We
drukken ons antwoord uit in de momenten

My, = /1 zF f(z)dx

1

van f. Merk op dat My = (bg, f). We vinden )y = %Mo, AN = %Ml.
Om Ay = (b4, f)/(bh, b5) te vinden, berekenen we eerst de noemer, (b5, b)) =
f_ll (z? — 1/3)%dz = 8/45. Vanwege by = by — $bo, geldt (b3, f) = My — 5 Mo,

en we vinden

45 15
A= —My— —Mj.
2= g Ma— Mo
In de uitdrukking P(f) = Aobj + A1b] + Aabh Vullen we nu deze waarden van
A; in, en we substitueren b, = 1, b} = x en by = 22 — %. Dit levert

P(f) = [3Mo — M) + [3 M) = + [%,5M2 — BMy) 2?
De gezochte coéfficiénten zijn dus

ap = 3Mo — BMs, ay =3My, ap= LM, —2M.
Opgave 1.30. Voor de functie f(z) = \/m op het interval [—1,1].

a) Vind het tweedegraads polynoom po(z) = ag + aix + asz? dat de functie
f het best benadert op het interval [—1,1], in de zin dat de afstand A =
IIf — p2] tot f minimaal is.

b) Bereken ||ps||? en || f||%.

c¢) Het verschil f — py staat loodrecht op de projectie po. Gebruik de Stelling
van Pythagoras (Stelling 1.19) om A = ||f — p2]|| te berekenen.
Opgave 1.31. Als f: [0,1] — C gegeven is door f(x) = €*, en g: [0,1] — C
door g(x) = e™%, voor welk getal a is dan de afstand ||f - ag|| minimaal?
(De lengte is met betrekking tot het inproduct (¢, ¢’) fo x)dx op de
vectorruimte £2([0,1]).)

Opgave 1.32 (Legendrepolynomen). Voor een gegeven functie f: [-1,1] —
C, vind het derdegraads polynoom p3(z) = ag+ a1z +asx?+azx® dat de functie
f het best benadert, in de zin dat de kwadratische fout

I = psll? = / 1) = paa) P

minimaal is. Druk je antwoord uit in de momenten My = f_ll oF f(x)dz van f.
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a) We werken in £2([—1,1]). Bereken de inproducten tussen by = 1, by = ,
by = 22 en by = 23. Orthogonaliseer dit stelsel, en geef een orthogonale
basis b, ..., b5 van de deelruimte W = {ag + a1z + agz? + azx®; a; € R}.

b) Geef de basiscoéfficiénten ten opzichte van by, ...,b5 voor de projectie
P(f) = Xoby + ...+ Asby van f op W. (Druk uit in de momenten M)

c¢) Druk bp,...,b5 uit in by,...,bs, en vind de basiscoéfficienten ag,...,as
van P(f) ten opzichte van de (niet-orthogonale) basis bg,...,b3. Druk
ag,...,0as uit in Mo, Ml,MQ en Mg.

d) Stel f(z) = 3 + 1522, wat zou dan ay,...,as3 moeten zijn? Bereken de
momenten My, ..., M3 van f, en controleer je uitdrukking voor ay, ..., as.

Op deze manier kunnen we voor willekeurig grote N de projectie Py (f) =
ao+...+anz berekenen die f het best benadert op het interval [—1,1]. Het is
duidelijk dat de benadering Py1(f) van f door een polynoom van graad N +1
minstens zo goed is als de benadering Py (f) door een polynoom van gaad N,

[Pn1(f) = Il < II1Pn(F) = £l

Je hebt immers meer polynomen tot je beschikking om f mee te benaderen, of,
anders gezegd, je bekijkt de afstand van f tot een grotere deelruimte. Een voor
de hand liggend vraag is of

Jim [Py (f) = fll =0 (39)

geldt. Met andere woorden: kun je een functie f willekeurig goed benaderen
door polynomen van afdoende hoge graad N te kiezen?

Dat het antwoord ja is, volgt uit de volgende stelling. Ze geldt zowel voor
rijen functies by, by, b2, b3, . .. als voor tweezijdige rijen ..., b_o,b_1,bg, b1, ba,. ..

Stelling 1.23. Stel dat by = 1, en dat b, : [—1,1] — C continue functies zijn
met de volgende eigenschappen:

- Het product f(z) = by (x)by(x) van twee functies is uit te drukken als een
eindige lineaire combinatie f(x) = Zg:_N Anbn ().

- Voor ieder tweetal verschillende punten x,y in [—1,1] is er een eindige
lineaire combinatie f(z) = 271:[:—1\/ Anbn(z) met f(x) # f(y).

- De complex geconjugeerde b, (x) is gelijk aan b, of b_,,.

Dan geldt
Tim [Py (f) — | =0. (40)

waar Py (f) de projectie is van f op de ruimte Wy wvan functies van de vorm
p(x) = A_nb_n(z) + ...+ Anbn(2).

Bewijs. Het voert helaas iets te ver om het bewijs hier te geven. Het is een
direct gevolg van de Stelling van Stone- Weierstrass, zie bijvoorbeeld [1]. O

Deze voorwaarden zijn eenvoudig te controleren voor de functies b, (x) = z™.
Hun product by, (x)by,(z) = 2™2™ is gelijk aan b, 1, (z) = 2", Als © # y,
dan is ook b1 (x) # b1(y). En ten slotte geldt b, (z) = b,(z) omdat b, (z) = =™
reéel is. We concluderen dat (39) inderdaad geldt.
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Opmerking 5. Deze stelling geldt niet alleen voor functies op het interval
[—1, 1], maar ook voor kwadratisch integreerbare functies op een gesloten inter-
val [a, b], op een gesloten rechthoek [a, b]? of blok [a, b]?, en zelfs voor kwadratisch
integreerbare functies op de cirkel {(z,y); #? + y? = 1}. De verzameling moet
wel gesloten en begrensd zijn; ze geldt bijvoorbeeld niet zonder meer voor £2(R).

1.4.5 Legendrepolynomen en Hermitepolynomen

In Sectie 1.4.4 hadden we een orthogonale basis nodig van de deelvectorruimte
Wy C L£2([-1,1]) van polynomen van graad hoogstens N. Die maakten we
uit de niet-orthogonale basis by, (z) = x* met behulp van de Gram-Schmidt
procedure. De orthogonale polynomen b), die je zo verkrijgt heten de Legend-
repolynomen. Men kan laten zien dat ze gegeven worden door de formule van

Rodrigues:
n! d"
b (2) = ——— (2% — 1)
(@) = G @~ D)
De projectie Py (f) van f op de ruimte van polynomen van graad hoogstens N
is dus het polynoom

L B@ @y

N
P, T) = Anbl(x), waar M\,
VD) = 2 Al e [ () Pda

Vanwege Stelling 1.23 geldt nu

N
. S
ngnoouf—gxnbnu =0. (41)
Men schrijft hiervoor ook wel f = > (A, b/, maar we zullen deze notatie hier
niet gebruiken.

In de volgende opgave spelen we hetzelfde spelletje voor de vectorruimte

L2(R, 1), met de gaussische kansdichtheid p(z) = \/%6712/2.

Opgave 1.33 (Hermitepolynomen I). Zij V = £3(R, u) de complexe inpro-
ductruimte van functies f: R — C met \/%ffooo |f(z)|2e"/2dz < co. Het
inproduct op V is gedefiniéerd als

1 <= —22/2
<fa9>:\/72—7r/_oof(l‘)g($)e 12z .

We orthogonaliseren de basispolynomen by (z) = zF, dus by =1, by = x, by =
22, enzovoorts. De resulterende orthogonale polynomen hg = bj), h; = b},

he = b, ... heten Hermitepolynomen.
a) Ga na dat dit inproduct aan I1 en I2 voldoet, en dat (f, f) > 0.

b) Bereken de integraal Cy = ffooo 22ke=2"/2dg voor elk natuurlijk getal k.
(Hint: laat met partiéle integratie zien dat Cyxy; = (2k — 1)Cg. Uit
Co = V27 kun je dus C; berekenen, dan Cs, enzovoorts.)

c) Laat zien dat (by,,b,) = 0 als m + n oneven is, en (by,,b,) = (22kkk)!! als

m + n = 2k even is. De polynomen b,, zijn dus niet orthogonaal.
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)

Orthogonaliseer de eerste 4 basisvectoren by, b1, by en b3, en vind hg, b1, ho
en hs.

In de volgende opgave vinden we een expliciete uitdrukking voor de Hermi-
tepolynomen.

Opgave 1.34 (Hermitepolynomen II). Stel we hebben de Hermitepolyno-
men hg t/m h,, berekend. Deze zijn orthogonaal, en hy(x) = z*+ termen van
orde < k—1. Definieer H(z) = xhy, () — £ hy,(z). We laten zien dat H = hy,41.

a)
b)

Laat zien dat H(z) = 2"+ termen van orde < n.

Laat zien dat H loodrecht staat op hg, ... h,. Hint: bekijk het inproduct
(H, hyp) met m < n, en gebruik partiéle integratie in de formule (H, h) =
75 (@hy(x)— %hn(x))hm(x)e’w2/2. Merk op dat - k., (2) een polynoom
van graad m — 1 < n — 1 is, en dus loodrecht staat op h,,.

Concludeer dat H = h;,,+1. We hebben dus de recursierelatie
hpsi1(z) = zhy(z) — Lh,(2).

Definiéer de genererende functie

G(s,z) = Z hn(x)s™/nl, (42)

n=0

en laat zien dat G(0,z) =1 en BBSG(S,.%‘) = (x— %)G(s,x).
Controleer dat G(s,z) = e52=5"/2 gen oplossing is.

Bereken 887|s:05m voor n # m en voor n = m. Kijk nog eens naar (42),
n

en laat zien: %'szoG(S,JJ) = hy(x). De functie G heet ‘genererende
functie’ omdat haar afgeleiden de Hermitepolynomen genereren.

z2/2 d"

—z2/2
dx™ .

Laat zien: h,(z) =e e

Laat zien dat ¢, (z) = h, (x)e*’32/4 een orthogonaal stelsel is in de vector-
ruimte £2(R) met inproduct (¢, ¢’y = [*_(x)y' (z)dz.
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2 Fouriertheorie voor periodieke functies

In de Fouriertheorie bekijken we functies f: R — C die T-periodiek zijn. Dat wil
zeggen dat ze invariant zijn onder een verschuiving met 7', dus f(x —T) = f(x)
voor alle z in R.

\
\

F1G.9: Voorbeelden van T-periodieke functies. De functie aan de rechterkant is
continu, de functie aan de linkerkant is dat niet.

Een T-periodieke functie f: R — C wordt uniek vastgelegd door haar waar-
den voor —T'/2 < z < T'/2. We kunnen dus aan T-periodieke functies f: R — C
denken als functies f: [-7/2,T7/2) — C, waarbij de waarden voor |z| > T/2
verkregen worden door van x een geschikt veelvoud van T af te trekken.

Als we de variabele ¢ = 22 /T opvatten als een hoek, dan kunnen we f zien
als een functie op de cirkel S = {(cos(¢),sin(¢)); ¢ in R}.

F16. 10: Dezelfde functies als in figuur 9, maar nu op de cirkel, met f(¢) uitgezet
tegen ¢ = 27wz /T. De functie rechts is continu, de functie links is dat niet.

We werken in de ruimte £2(R) van T-periodieke functies die kwadratisch inte-
greerbaar zijn op [—71/2,T/2]. Daar definiéren we het inproduct

T/2

)= [ T@igla)ds. ()
—T/2

Opmerking 6. Omdat f en g allebei T-periodiek zijn, kunnen we dit ook

schrijven als (f, g) = fOT f(x)g(z)dx. Teder ander interval [zg, 2o+ T van lengte

T is net zo goed.

F1a.11: De integraal van —T'/2 tot T'/2 van een periodieke functie is hetzelfde
als die van 0 tot T'. (Vergelijk de rode en de blauwe vlakken.)
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In Fouriertheorie worden T-periodieke functies f: R — C uitgedrukt in termen

van de Fourierbasis
bk( ) 27r7kT/T

Dit zijn golven met frequentie k/T. Het getal k doorloopt hierbij de gehele ge-
tallen, k =...,—2,—1,0,1,2,.... We proberen f zo goed mogelijk te benaderen
met lineaire combinaties van de golven by (z) = e2mike/T met — N < k < N. Dit
zijn de N-de graads Fourierpolynomen

N
_ Z )\k€2ﬂ'ikz/T' (44)
k=—N

We zoeken dus het Fourierpolynoom px waarvoor de afstand || f —py || tot f met
betrekking tot het inproduct (43) minimaal is. Met andere woorden, we zoeken
de projectie py van f op de ruimte Wy = {Zg:_N Ape2™ke/T - N\ in C} van
Fourierpolynomen van graad hoogstens N.

2.1 De Fouriercoéfficiénten

Als we het inproduct (43) tussen de vectoren by en by in L£Z(R) berekenen,
hebben we meer geluk dan bij de polynomen in de vorige sectie; de functies by
blijken orthogonaal te zijn.

Propositie 2.1. De functies by, vormen een orthogonaal stelsel, met
(br, brr) = Topp -
Bewijs. Omdat by, (x)by () = e~ 2mike/T g2mik'a/T _ o2mi(k'=k)z/T yinden we

<bka v > _ T’Z/“iz 627ri(kr'7k)a:/de .

Deze integraal is nul als k # k'. Er geldt

/2 omi(k' —k)xz/T  _ T 2mi(k—k" )z /T /2
€ = mitk—R) | o
-T/2 /2
i(k—k)m —i(k—k')m
WT—k’)(e( ) _ p—i(k—k) ):0,

omdat e/(F=F)7 — g=ilk=k)m — (_1)(k=K) Het geval k = k' is niet moeilijk, we
vinden (b, by) = ITT/“Z ldx =T. O
Omdat by voor k = —N,..., N een orthogonale basis van de ruimte Wy

van Fourierpolynomen van graad hoogstens N is, kunnen we Propositie 1.22
gebruiken om de projectie py van f op Wy uit te rekenen. We vinden dan

(b, f)
(b, br)

N

PN = Z cpbr met ¢ =
k=—N

(45)

De basiscoéfficiénten ¢ van de projectie py voor de Fourierbasis by, () = e2™#*=/T

heten de Fouriercoéfficiénten van f. We schrijven hier ¢, in plaats van Ay voor
deze basiscoéfficiénten. Dit is de gebruikelijke notatie, hoewel ook fj vaak voor-
komt We zagen reeds dat (by,by) = T, en met by(x) = e2™**/T vinden we

(b, f fTﬁQ ye=2mkz/Tdg. Vullen we dit in in (45), dan vinden we de

Volgende ultdrukkmg voor de projectie py van f op Wy.
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Stelling 2.2 (Fouriercoéfliciénten). Het Fourierpolynoom van graad N dat f
het best benadert, in de zin dat de afstand ||f — pn|| van px tot f minimaal is,
wordt gegeven door

N
= Z e T et o = — fx)e 2mike/T gy (46)
k=—N -T/2

Het blijkt dat we de functie f zelfs willekeurig goed kunnen benaderen door
Fourierpolynomen py van afdoende hoge graad IN. De volgende stelling zegt
dat de gemiddelde kwadratische fout

T/2
A = |f ol = [ 1f@) = ()P
-T2

willekeurig klein gemaakt kan worden, door N maar afdoende groot te kiezen.

Stelling 2.3. Stel f: R — C is een T-periodieke functie die kwadratisch inte-
greerbaar is op [=T/2,T/2]. Dan geldt

li — =0.
Jim [~ py] =0

Bewijs. Dit volgt uit Stelling 1.23. We hoeven slechts te controleren dat de pro-
ducten by (z)by (z) = e2ike/Te2mik'z/T o goconjugeerden by (z) weer Fourier-
polynomen zijn. Dit klopt; we hebben by (z)by (z) = €2 E+F)Z/T — b, ()
en by(z) = e 2mkz/T — p_,(z). Ten slotte is by(z) = > */T ongelijk aan
bi(y) = e2™*¥/T als x # y. Het resultaat volgt dus uit Stelling 1.23, waar we
het interval [—1,1] vervangen door de cirkel S (cf. Opmerking 5). O

We berekenen de Fouriercoéfficiénten ¢j van de linker functie in figuur 9.
Deze functie wordt gegeven door de formule

f(z) =22/T voor «in[-T/2,T/2). (47)

T/2

/2 (2/T)xdx = 0. Met partiéle

Met formule (46) hebben we dus ¢y = 7 [~
integratie zien we vervolgens dat

T/2 ‘ 9 [T/2
= 7/ —27rzk:v/de == 1’% <2W2k6—27rzkrw/T> dx
T/2 T2 J_1/2
_ [ —Tx —27mk:c/T}T/2 2 T/2 —T —2mike/T g,
T2 2mik T2 T2 | /2 2mik

2 [—T:ce—Qﬂ'ik:c/T} T/2 2 [( ~T )26—2ﬂikx/T} T/2
T2 2mik —T/2 T2 2mik —T/2 .

De rechterterm is nul omdat e 27%#*/T een T-periodieke functie is. Om de

linkerterm te berekenen, gebruiken we dat e~ = ¢™* = (~1)k. We vinden

dan T2/ T2/

2 (- 2 2

== —1)* 1
% = T ( 2mik (=" - 27rzk:( ) ) ’
en dus ( )k?+1
-1
VA 4
k ik (48)
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Omdat ¢y = 0 wordt het Fourierpolynoom py met de kleinste afstand tot de
functie f(x) = 2z/T van formule (47) dus

-N
(_1)k+162m’km/T+ Z (—1)k+1€2mkw/T
wik ik

] =

pn(z) =

=
Il
—

k=—1

-1 k+1 ) )
( ) (627rzk:w/T . 6727rzk:1:/T)

I
WE

mik
k=1
N
2(—1)k+?
= Z ( sin(2rkxz/T) . (49)
™

=
Il
—

Merk op dat py net als f een oneven functie is met reéle waarden. Dit is
algemeen zo: als f even, oneven of reéel is, dan erft py die eigenschap.

Opgave 2.1. Teken de grafiek van de volgende 2m-periodieke functies (teken
minstens twee perioden) en bereken hun Fouriercoéfficiénten.

a)
0 als —7<z<0
z als 0<z<m

f@) = 2 als —7<x<0
1 3 als O<z<m

2.2 Stelling van Parseval

De Stelling van Pythagoras geeft nu de volgende vergelijking voor de kwadrati-
sche integraal van f en de kwadratische som van haar Fouriercoéfficiénten.

Stelling 2.4 (Parseval). Voor T-periodieke functies f: R — C die kwadratisch
integreerbaar zign op [—T/2,T/2], geldt

o0

T/2
7], frE= 3 k. (50)

k=—o00

Bewijs. Omdat py de functie f willekeurig goed benadert, is de kwadratische
lengte ||py||? een goede benadering van ||f||>. We berekenen dus |px||? voor
de projectie py = Z,?;_N cxby. Omdat de by, orthogonaal zijn met ||bg||? = T,
volgt uit de Stelling van Pythagoras (Stelling 1.19) dat

N N
vl = > llewbell> =T D llexll®. (51)
k=—N k=—N

Omdat f =py + (f —pn) met (f —pn) L pn, geldt, wederom met Pythagoras,

£ = llpw 1* + 1f = o]l

Ten slotte merken we op dat limy_ oo ||f — pn|| = O (Stelling 2.3), zodat
£ = limn—eo [ Met (51) vinden we dus || f[|> =T > p— . |cx|?. Dit is
equivalent met Formule (50). O
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Passen we dit toe op de T-periodieke functie f(z) = 22/T van formule (47),
dan vinden we voor de linkerkant van (50) dat

T/2 T/2 4 1
2,27, * 1. 337/2 _ L
/T/2 7)lda = /T/2 @/T) e d T3 [52 ]—T/2 3

Voor de rechterkant van (50) merken we op dat vanwege formule (48) ¢y = 0,
en [cx|? = —5 voor k=1,2,... en voor k= —1,-2,.... We vinden dus

N
z =23l = 25 L
k=1 k=1

Formule (47) geeft dus + = 2 377 | 5. Kennelijk is de som > ;7 ; /& dus gelijk

2
s
aan 6

772

1+ - ! + = ! + L + L +. —.

4 9 16 25 6
Deze pittoreske formule is ontdekt door Leonhard Euler in 1735. Hij deed dit
zonder gebruik te maken van Fouriertheorie, om de eenvoudige reden dat die op

dat moment nog niet bestond.
Opgave 2.2. Zij a een reéel getal ongelijk aan nul.

a) Bepaal de Fouriercoéfficiénten ¢, van de 2w-periodieke functie f gegeven
door f(z) =e als —7 < x < 7.

b) Pas de Stelling van Parseval toe op deze functie, en bereken zo de oneindige

som
9]

1
>

k=1

2.3 Eigenschappen van de Fouriercoéfficiénten

De eigenschappen van de Fouriercoéfficiénten ¢ reflecteren het gedrag van de
functie f. Een functie f: R — C heet even als f(—x) = f(x) voor alle x, en
oneven als f(—z) = —f(z). Even functies zijn reflectiesymmetrisch in de y-as,
en oneven functies zijn puntsymmetrisch in de oorsprong.

F1c.12: Grafiek van een even (links) en oneven (rechts) functie.
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Propositie 2.5. Voor de Fouriercoéfficiénten ¢ van een T-periodieke functie
f geldt:

- Als f: R — C even is, dan is c_y = ¢ .
- Als f: R — C oneven is, dan is c_p, = —cy, .

- Als f: R — R reéel is, dan is c_x = ¢y, .

Bewijs. Met de substitutie u = —x zien we, dat
T/2 1 [T/2 .
7/ 27rzkm/Td1, _ = / f(_u)e—QTrzku/Tdu )
T/2 -T/2

Als f even is, dan is f(—u) = f(u), en

T/2
- / 727riku/Tdu =cp.
T/2
Is echter f oneven, dan geldt f(—u) = —f(u), en dus
T/2
7/ e ——

T/2

Als f(z) reéel is voor elke z, dan is f(x) = f(z), en dus

T/2 1 [T/? _
7/ —27rzkac/de - — / f(x)eQm}m/de =c_p.
T/2 T J 72
Voor reéle functies geldt dus c_j = ¢k. O

Opgave 2.3. Welke van de drie eigenschappen uit Propositie 2.5 heeft de T-
periodieke functie met f(z) = 2z/T voor || < T/2 en f(T/2) = f(-T/2) =07
k+1

Wat betekent dit voor haar Fouriercoéfficiénten ¢ = (_}rzk ? Controleer dit.

Opgave 2.4. Laat zien dat de projectie py = Z;ICV:_N cpe?mike/T

even, oneven, of reéel is als f deze eigenschap heeft.

van f op Wy

Opgave 2.5. Stel f: R — R is een reéle, T-periodieke functie. Laat zien dat
de coéfficiénten ¢y reéel zijn als f even is, en zuiver imaginair als f oneven is.

Opgave 2.6. Wat zijn de Fouriercoéfficiénten ¢ van de 2w-periodieke functie
f: R — C gegeven door f(x) = sin(x)?

Opgave 2.7. De functie f: R — C met periode 2 is gegeven door f(z) = —1
voor —1 <z <0, f(z) =1voor 0 <z <1len f(0)=f(1)=0.

a) Schets de functie f (teken minstens twee perioden). Is f even, oneven
en/of reéel? Wat betekent dit voor de Fouriercoéfficiénten ¢y ?

b) Bereken de Fouriercoéfficiénten ¢ van f.
Opgave 2.8. Schets de functie h: R — C met periode 2, die gegeven wordt
door h(xz) =0 voor —1 < x <0, h(z) =2voor 0 <z < len h(0)=h(1)=1
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a) Stel je weet voor twee functies f en g de Fouriercoéfficienten ¢y, en ¢j,. Wat

zijn dan de Fouriercoéfficiénten ¢/ van de functie h = f + ¢?

b) Wat zijn de Fouriercoéfficiénten van de functie h hierboven? (Hint: ge-

bruik de functie f van Opgave 2.7.)

Propositie 2.6. Stel dat f: R — C een T-periodieke functie is die overal op
R differenticerbaar is, met continue afgeleide f'. Als ¢y de Fouriercoéfficiénten

van [ zijn, dan zijn de Fouriercoefficiénten van f' gelijk aan

2mik
T

¢, = Ck

Bewijs. Met partiéle integratie zien we dat

1 T/2 ,
C;c = T/ (%f(w))e_Qmm/de
-T/2
L1 po—ikay /2 LT d —2mikz/T
= — fe ikx - _ 7/ f(x)ﬁe wikz/T 1.
T[ 27 T ) 1) d
Omdat f(z)e=27*=/T een T-periodieke functie is, is [f(z)e=27ik=/T]7/2
Verder is %e‘kaI/T = —%e—%ikw/T7 dus
omik [T/? . ok
— —2mikx /T _
“k‘w/_mf@e e = =5

, = 0.

O

Representeren we een functie f door haar Fouriercoéfficiénten cg, dan is het
nemen van de afgeleide dus een relatief eenvoudige operatie: je vermenigvuldigt

2mik
elke c; het getal ===,

2.4 Benadering met goniometrische functies

We kunnen T-periodieke functies f: R — C ook benaderen met goniometrische
functies. We kiezen dan als basis voor de ruimte Wy van Fourierpolynomen
van graad N niet de 2N + 1 functies by (z) = >™**/T maar de goniometrische

basis, die bestaat uit de 2V + 1 functies

Co =

We drukken de Fourierbasis b uit in Cj, en S met behulp van de formule

pE2mika/T _ cos(2rkx/T) + isin(2rwkx/T) .

36

%, Cr(z) = cos(2mkx/T), Sk(r) =sin(2rkz/T) voor k=1,.

.,N.



We vinden dan by = 2Cy, by = Cy +iSp en b_p, = Cp, — 1S, voor k=1,..., N.
Het Fourierpolynoom py(x) = Z;ivzfzv ¢b () kunnen we dus ook schrijven als

N
cobo + Z cxbi + c—kb_k

PN =
k=1

N

= 2¢oCo + Z Ck(ok + iSk) + C_k(ck — ZSk)
k=1
N N

= 2¢0Co + Z(Ck + Cf}g)Ck + Z i(ck —c_k)Sk .
k=1 k=1

Definiéren we ag = 2¢q, a = ¢ + c— en by = i(cp — c_g), dan vinden we

N N
1 . . .
pn(x) = 500 + Z ag cos(2mikz/T) + Z bo sin(27ikz/T), (52)
k=1 k=1
met de constanten
T/2
ap = —/ ) cos(2mikx/T)dx (53)
T/2
T/2
by = 7/ )sin(2rka/T)dx
T/2

Opgave 2.9. Leid de formule (53) voor ay en by af uit ag = 2¢q, ar, = ¢k +c—k
en by = i(cy — c_g). Een alternatieve afleiding is als volgt.

a) Laat zien dat de functies Cp en Cj, en Sy, voor k = 1,..., N een orthogonale
basis van Wy vormen. Bereken de kwadratische lengtes ||Cy||? en ||Sk||?.

b) Gebruik Propositie 1.22 om de coéfficiénten ay, en by, van de projectie py
van f op Wy te vinden.

Opgave 2.10. De 27-periodieke functie f: R — C is gegeven door de formule
f(x) = 3(e® —e ™) voor —m <z <, en f(x) =0 voor x = .

a) Schets de grafieck van deze functie (teken minstens twee perioden). Is
f even, oneven en/of reéel? Wat kun je hieruit afleiden over de Fou-
riercoéfficiénten ci?

b) Bereken deze coéfficiénten cj. Schrijf de Fourierreeks py(z) in termen van
Sk(z) = sin(kz), Cy(x) = cos(kz) en de constante functie 3.

Opgave 2.11. De 27w-periodieke functie f: R — C is gegeven door de formule
f(z)=3(e* +e®) voor —7 <z < .

a) Schets de grafiek van deze functie (teken minstens twee perioden). Is
f even, oneven en/of reéel? Wat kun je hieruit afleiden over de Fou-
riercoéfficiénten c;?

b) Bereken deze coéfficiénten cy. Schrijf de Fourierreeks py () in termen van
Si(z) = sin(kz), Ci(x) = cos(kx) en de constante functie 3.
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Opgave 2.12. We bekijken de 27-periodieke functie die gegeven is door f(z) =
|sinz| voor = in R.

a) Teken de grafiek van f (minstens twee perioden). Is f even, oneven en/of
reéel? Wat betekent dit voor de coéfficiénten ay en by van py ten opzichte
van de goniometrische basis die bestaat uit Ci(z) = cos(kx), Sk(z) =
sin(kz) en de constante functie 17

b) Bereken de coéfficiénten ay, en by, in de reeks f(z) = 2ag+> e, ax cos(kz)+
>y bisin(kz).
Hint: laat zien dat sin(x) cos(kz) = %(sin(k + 1)x) — sin((k — 1)3:))

2.5 Convergentie van de Fourierreeks

Stelling 2.3 zegt dat we de gemiddelde kwadratische fout [*_|f(x) — pn(z)[*dx
willekeurig klein kunnen maken door N maar groot genoeg te nemen. Je kunt
je afvragen of de fout |f(x) — py(x)| ook klein wordt wvoor ieder punt x. Dit
blijkt inderdaad het geval te zijn voor de waarden van z waar f continu en
differentieerbaar is.

Stelling 2.7. Stel dat een T-periodieke functie f: R — C integreerbaar is op
[-T/2,T/2], en continu en differentieerbaar in x. Dan geldt

N
= 1 — 1 2mikx /T
fl@) = Jm_pn(@) = Jim, 3 et
k=—N
Bewijs. We geven het bewijs hier niet; de geinteresseerde lezer kan ik het uiterst
leesbare boekje [2] aanraden. O

Er bestaat zelfs een versie van deze stelling voor functies die niet continu
zijn in . We schrijven f(x_) = limy, f(¢) voor de limiet van f(t) als ¢ van
links nadert tot x, en f(z4) = limy), f(t) voor de limiet als ¢ van rechts nadert

tot z. Het gemiddelde van deze twee limieten is 1 (f(z_) + f(z4)).

A

3(f(z)+f(2-)) o

o) /

F1c.13: Als een functie niet continu is, convergeert de Fourierreeks niet naar

f(a-) of f(a+), maar naar 1 (f(a) + f(z—)).

Als f niet continu is in x, maar wel een linkerlimiet f(z_) en een rechterlimiet
f(x1) heeft, dan kiest de Fourierreeks de gulden middenweg. Hij convergeert
dan naar het gemiddelde 3(f(z_) + f(z)).

Hiervoor is wel nodig dat niet alleen de limieten f(z_) = limyq, f(¢) en
f(xy) = limg ), f(t) bestaan, maar ook de linksafgeleide f'(x_) = limyy, fW=f(=)

t—x
en de rechtsafgeleide f'(xy) = limy, w Dit betekent dat je zowel naar

links als naar rechts een halve raaklijn kunt trekken.
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Fic. 14: Deze functie is niet continu, en dus zeker niet differentieerbaar. Wel
heeft zij links- en rechtsafgeleiden.

Stelling 2.8. Stel dat f: R — C een T-periodieke functie is, integreerbaar op
[-T/2,T/2]. Stel dat de linker- en de rechterlimiet f(x_) en f(xy) bestaan, en
dat f zowel links- als rechtsdifferentieerbaar is. Dan geldt

(f(-r—) + f(x_i,_ = lim Z Ck €2W1km/T

N~>oo

N |

Bewijs. Het bewijs van deze stelling is te vinden in [2]. O

Kijk nog eens naar de linker functie f in figuur (9). Als het getal 2 in het
interval (=T'/2,T/2) ligt, wordt f(x) gegeven door de alleszins respectabele for-
mule f(x) = 2z/T. Voor x met |z| < T/2 is f dus continu en differentieerbaar,
zodat limy_,00 pv (2) = f(2) zoals verwacht. Met formule (49) vinden we

%i sin(2rkx/T) = 22:/T (54)

H

voor alle z met |z < T/2.

Opgave 2.13. Wat geeft de bovenstaande formule voor © = T/4?7 Bereken de
onelndlgesoml—g—&—f—f—i—f———i—

Voor x = T/2 is f niet continu, en er geldt dan ook niet

% 1yk+1
% Z % sin(mk) =1 (fout),

k=1

zoals je zou krijgen door z = T'/2 in te vullen in (54). We gaan te rade bij Stelling
2.8, die ons vertelt dat de juiste uitkomst 0 is. De functie f is immers links-
en rechtsdifferentieerbaar, met limyp/o f(2) = 1 en limy 7/ f(z) = —1. De
Fourierreeks convergeert dus naar limy .. pn(T/2) = $(1 — 1) = 0. Inderdaad
is sin(mk) gelijk aan nul voor alle N, zodat

2 k+1
— ———sin(wk) = 0.
™
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3 Lineaire differentiaalvergelijkingen

De moeder aller differentiaalvergelijkingen is de lineaire, homogene differenti-
aalvergelijking in één variabele,

F(t) = ax(t) (55)
met beginvoorwaarde 2(0) = xo. De oplossing is snel gevonden:
t

x(t) = zpe”

voldoet aan (0) = g en La(t) = azge™ = ax(t).

3.1 Lineaire differentiaalvergelijkingen in meer variabelen

Een lineaire, homogene differentiaalvergelijking in de n variabelen! z1,..., 2,
is een stelsel vergelijkingen van de vorm

%l’l(t) = allxl(t) + a12x2(t) 4+ ...+ (Lln.’tn(t)
%J)Q(t) = a11$1(t) + a223}2(t) + ...+ 0,1nxn(t)
%xn(t) = apnx1(t) + an1za(t) + ... + appan(t) .
De oplossing wordt eenduidig vastgelegd door de beginvoorwaarden x1(0) = x9,
22(0) =29, ..., 2,(0) = 2¥. Met behulp van vectoren en matrices schrijven we
dit als
l‘l(t) ay; a2 ... Qip xl(t 331(0) Ty
d i) (t) a1 asy . a9n X9 (t) X9 (0) .Z‘g
il — met . =
dt : : :

Met andere woorden, we zoeken de oplossingen van de differentiaalvergelijking

d_ . ~ ~
ﬁv(t) =A-9(t), v(0)=1p, (56)

waar ¥(t) de tijdsathankelijke vector 0(t) = (x1(t),...,zn(t)) in C" is, vy =
(29,...,29) de vector van beginvoorwaarden, en A de n x n-matrix met coéf-
ficienten a;;.

Deze vergelijking heet lineair omdat zij de optelling en scalaire vermenig-
vuldiging op C™ respecteert. Lineaire combinaties van oplossingen zijn weer
oplossingen: als () en ¥(t) voldoen aan (56), dan voldoet ook hun som w(t) =
i(t) + U(t) en de veelvouden wi(t) = A¥(t) voor alle A in C.

Propositie 3.1. Stel dat @(t) en ¥(t) oplossingen zijn van (56), met beginvoor-
waarden iy en Uy. Dan zijn ook w(t) = u(t) + 0(t) en wW(t) = A0(t) oplossingen,
met beginvoorwaarden respectievelijk Wy = g + Uy en Wy = AUy.

1Deze kunnen natuurlijk net zo goed genummerd worden als xo, . .., Z,_1, zoals we voor-
heen gedaan hebben. We wisselen hier van nummering om bij de matrixnotatie aan te sluiten.
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Bewijs. Voor de som w(t) = (t) + ¥(¢) hebben we
-

4(t) = Lii(t) + Lo(t) = (t) + A-9(t) = A(d(t) + 0(t)) = Ad(t),

en voor het veelvoud w(t) = \v(t) geldt

4g(t) = LAT(t) = ALU(t) = ANA - T(t) = A- (\T(t)) = A - ©(t).
Beide zijn dus oplossingen. De beginvoorwaarden vind je door ¢t = 0 in te
vullen. O

3.2 Lineaire afbeeldingen en differentiaalvergelijkingen

Merk op dat deze berekening goed gaat omdat de afbeelding L: C* — C" die ¢
naar L(7) = A - ¥ stuurt lineair is,

A@+7) = Ad+A-T
A-(M) = M7

Algemener noemen we een afbeelding L: V' — W van een vectorruimte V' naar
een vectorruimte W lineair als zij optelling en scalaire vermenigvuldiging res-
pecteert,

L(@+7) = L(@)+ L(®
L) = AL(D)

voor alle i, 7 in V. Het getal A mag complex zijn als V en W complexe vector-
ruimten zijn.

Een lineaire afbeelding L: V' — V van een inproductruimte naar zichzelf
heet ook wel een lineaire operator. Als L: V — V een lineaire operator is, dan
is

£6(t) = L(#(t),  #(0) = Ty (57)

een lineaire differentiaalvergelijking, met als variabele de tijdsafhankelijke vector
#(t) in V. Omdat L lineair is, geldt dit ook voor deze differentiaalvergelijking;
als @(t) en ¥(t) oplossingen zijn met @(0) = @y en ¥y = vy, dan zijn W(t) = @(¢)+
U(t) en wW(t) = AU(t) wederom oplossingen, met beginvoorwaarden wy = g +
en 1170 = )\170

Voor de vectorruimte V' = C” vinden we zo de differentiaalvergelijking (56)
terug: een n X n-matrix A geeft een lineaire operator L: C™ — C™ door middel
van L(¥) = A -, zodat £4(t) = L(0(t)) reduceert tot %ui(t) = A - #(t).

3.2.1 De tijdsafhankelijke Schrédingervergelijking

Er zijn echter veel meer differentiaalvergelijkingen die in het schema (57) passen.
Een voorbeeld is de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking

R d?
© 2m da?

0

i) = V@) ule), v@lheo =) (9
Deze PDE (Partial Differential Equation) beschrijft de ontwikkeling van de golf-
functie ¥ (x) in de tijd, als de golffunctie op ¢ = 0 gegeven wordt door de

beginvoorwaarde o (z).
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Merk op dat de rechterkant van de vergelijking geen tijdsafgeleiden bevat.
We vatten 14 (x) daarom op als een tijdsafhankelijke vector 1; in de vectorruimte
V van gladde, kwadratisch integreerbare functies ¥: R — C van één variabele z.
De tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking wordt dan

. d
m%% = H(¢y), (59)
waar de operator H: V — V de Hamiltonoperator is,

1) = (g D4V ) 0.

Kort samengevat beschouwen we de functie ¢;:(x) dus als een tijdsathankelijke
vector 1, in de ruimte V' van functies van één variabele x, en alle bewerkingen
die alleen van z athangen, vatten we op als een lineaire operator H: V — V.

Opmerking 7. We hebben tot nog toe vooral gewerkt met de vectorruimte
L?(R) van kwadratisch integreerbare functies ¢: R — C. De vectorruimte V
van functies ¢: R — C waar H op werkt, is iets kleiner. Dit heeft twee redenen.
Ten eerste moet 1 minstens tweemaal differentieerbaar zijn, omdat % (x)
anders niet bestaat. We zullen van functies ¢ in V zelfs eisen dat ze glad zijn,
d.w.z. oneindig vaak differentiéerbaar. We kunnen dan ook uitdrukkingen als
H?(3)) en H3(¢) opschrijven, waarvoor hogere orde afgeleiden nodig zijn. De
tweede reden is dat zelfs als ¢ kwadratisch integreerbaar is, V(x)¥(z) dat nog
niet hoeft te zijn. Neem bijvoorbeeld ¥ (z) = (1 + x?)~! en V(z) = Fka?
Voor V nemen we daarom de ruimte van functies 1: R — C die glad zijn, en
waarvoor niet alleen v zelf, maar ook al zijn afgeleiden %w(x) sneller naar

nul gaan dan ieder polynoom, lim, ., z"%w(:p) = 0. De vectorruimte V' van
functies ¢: R — C met deze eigenschappen heet ook wel de Schwartzruimte.
Zowel L£2(R) als de Schwartzruimte worden wel losjes aangeduid als ‘de ruimte
van golffuncties’, waarbij dan maar uit de context moet blijken welk van de twee
bedoeld wordt. We zullen ons bij dit gebruik aansluiten.

Brengen we nu de factor ¢fi in (59) naar de rechterkant, dan vinden we de
lineaire differentiaalvergelijking

d
St = L), (60)

met L: V — V de lineaire operator L(¢)) = —+H(1)). Op deze manier hun-
nen we de tijdsathankelijke Schrodingervergelijking dus opvatten als een lineaire
differentiaalvergelijking in de volgende zin van het woord.

Definitie 3.2. Stel dat V' een inproductruimte is, en L: V' — V een lineaire
operator op V. Dan is de bijbehorende lineaire differentiaalvergelijking gegeven

door p
20t = L{E®)), (61)

met beginvoorwaarde ¥];—o = ¥y. Zij heeft de eigenschap dat lineaire combi-
naties wW(t) = u(t) + U(t) en wW(t) = AU(t) van de oplossingen (t) en ¥(t) met
beginvoorwaarden iy en vy wederom oplossingen zijn, met beginvoorwaarden
Wy = Uy + Uy en Wy = Avjp.
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Op de vectorruimte V' = C™ met L(¥) = A- ¥ geeft dit de lineaire, homogene
differentiaalvergelijking (56) in n variabelen. Op de vectorruimte V van gladde,
kwadratisch integreerbare functies ¢/: R — C met L(¢)) = — % H(v)) geeft dit de
tijdsathankelijke Schrodingervergelijking.

De oplossingsstrategie is in beide gevallen hetzelfde. We zullen ons eerst
verdiepen in differentiaalvergelijkingen van het eerste soort, waar de lineaire
afbeelding L: C* — C™ gegeven wordt door een matrix A. Daarna zullen we
in meer detail terugkomen op differentiaalvergelijkingen van het tweede soort,
zoals de tijdsathankelijke Schrodingervergelijking.

3.3 Oplossingen van lineaire differentiaalvergelijkingen
We bekijken de homogene lineaire differentiaalvergelijking in C”,

d - _, o
%v(t) =A-9t), v(0)=1p. (62)

De vector #(t) bevat de n tijdsathankelijke variabelen x1(¢),...,x,(t), en A is
een n X n matrix met coéfficiénten a;; voor 1 < 4,5 < n. Een manier om
oplossingen te vinden, is door eigenwaarden en eigenvectoren van A te zoeken.

Definitie 3.3. Een eigenvector U van A bij eigenwaarde A is een vector Uy # 0
met
AT\ = AUy, .

Dit geeft ons een oplossing van (56) van de vorm ¥(t) = cx(t)Uy. Immers, de
vergelijking Lv(t) = A - 0(t) met 7(t) = cx(t)¥ geeft

%C)\(t)ﬁ)\ = )\C)\(t)ﬁ,\7

en dus, omdat U # 0,

%C)\(t) = )\C,\(t) .
De oplossing hiervan is c(t) = cye*. We zien dus dat #(t) = cye*) een
oplossing van (62) is, met beginvoorwaarde c)0y.

Definitie 3.4. Als )\ een eigenvector van A is bij eigenwaarde A\, dan heet
¥(t) = eMiy een fundamentele oplossing van (62).

Stel dat we een basis b; van C™ kunnen vinden, die bestaat uit eigenvec-
toren bij eigenwaarde A;. Dan kunnen we op deze manier de oplossingen van
(62) met algemene beginvoorwaarde ¥y vinden. Omdat b; een basis is, kan de
beginvoorwaarde geschreven worden als een som van eigenvectoren,

Vervolgens merken we op dat (62) een lineaire differentiaalvergelijking is. Om-
dat b;(t) = e)i'b; een fundamentele oplossing met beginvoorwaarde b; is, is de
lineaire combinatie

n
o(t) = Z exeith;
i=1
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dus een oplossing met beginvoorwaarde 7y = > .-, c)\igz-.
De eigenwaarden van A zijn de (mogelijk complexe!) oplossingen \; van de
n® graads vergelijking
det(ANld — A) =0.

Hier is Id de identiteitsmatriz met 1d;; = 0;5, dus
()\ — all) —Qa12 N —Q1n
—a91 ()\ — CL21) . —Aagn
MNd - A=
—anl (/\ - ann)

Het symbool det staat voor de determinant van de matrix. Je vindt de eigenvec-
toren v; door eerst de oplossingen A; van bovenstaande vergelijking te zoeken,
en dan voor iedere \; de lineaire vergelijking

op te lossen.

3.3.1 De oplossingsstrategie voor lineaire differentiaalvergelijkingen

Kort samengevat is de strategie om oplossingen van een lineaire differentiaal-
vergelijking te vinden dus de volgende:

1) Zoek de eigenwaarden \; en eigenvectoren ¢; van A. De bijbehorende
fundamentele oplossingen zijn dan e*i7;.

2) Schrijf de beginvoorwaarde ¥y als een lineaire combinatie van eigenvecto-

ren
’ n
1702 E C,\iffi.
i=1

3) Omdat de differentiaalvergelijking lineair is, is de lineaire combinatie
n
v(t) = ZcAe)‘itﬁ}-
i=1
van fundamentele oplossingen weer een oplossing. Voor ¢ = 0 heeft deze

de correcte beginvoorwaarde Uy = Y .- | ¢, ;.

We illustreren deze methode aan de hand van twee voorbeelden. Een vervalpro-
ces in twee stappen, dat een lineaire differentiaalvergelijking in V' = C? geeft, en
de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking, die een lineaire differentiaalverge-
lijking in de vectorruimte V' van (voldoende gladde) kwadratisch integreerbare
functies geeft.

3.3.2 Voorbeeld: een vervalproces in twee stappen

Stel een verbinding A vervalt in B, die op haar beurt weer in C' vervalt.

kq kpe
A= B =5 C.
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De vervalsnelheid van A en B zijn evenredig met hun concentratie. De evenre-
digheidsconstanten noemen we kqp en ky.. Voor de afname van A hebben we
dan de vergelijking

L1A] = —kaplAls. (63)

Het verval van A in B leidt tot een toename kq,[A]; van B, terwijl het verval
van B in C leidt tot een afname van B evenredig met de concentratie van B.
Tellen we deze twee effecten bij elkaar op, dan resulteert de vergelijking

(B, = kap[Al; — kv B]; . (64)

Ten slotte is de toename van C' evenredig met de concentratie van B,

51Cle = kue[Ble - (65)

Beginnen we met alleen de stof A, dan hebben we de beginvoorwaarden [A]y = a,
en [B]op = [C]o = 0. De vergelijkingen (63), (64) en (65) geven dan

d [Als —kap 0 0 [Al4 [4]o a
P (Bl | = kap —koe O -|[Bl:]|, met [Blo] =(0], (66)
[C]t 0 k'bc 0 [C]t [C]o 0
ofwel
d

L5t = A-w(t), T0) =1

met de tijdsafthankelijke vector ¥(t) = ([A]:, [B]t, [C]t), de beginvoorwaarde ¢y =
(a,0,0), en de 3 X 3-matrix

—Kkap 0 0
A= kab *kbc 0
0 ke O

Om de oplossingen van deze differentiaalvergelijking te vinden, zoeken we de
eigenwaarden en eigenvectoren van A. De eigenwaarden van A zijn de nulpunten
van het karakteristieke polynoom

A+ kab 0 0
detOId — A) = | [ ke Atkpe 0 )| = A+ kap) A + kne)
0 —kpe A

De derdegraadsvergelijking
A+ kap) (A + kpe) =0

heeft de oplossingen Ay = 0, Ay = —kgp en A3 = —kpe. Dit zijn dus de drie
eigenwaarden. De bijbehorende eigenvectoren 51, 52 en 53 zijn te vinden door
de drie vergelijkingen Agl =0, Agg = —kabgg en A53 = —kbcgg op te lossen. We
vinden dan

0 kve — Kap 0
1= 0 ) 2 = kab ) en 3 = 1
1 —kbe —1
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Merk op dat dit alleen een basis van C3 is als kj. # kqp! In dat geval krijgen we
drie fundamentele oplossingen van de differentiaalvergelijking. Dit zijn de con-
stante oplossing ¥ (t) = clgl, en verder de twee oplossingen ¥5(t) = coeFavth,
en U3(t) = cgeRoethy,

Om de oplossing met begmvoorwaarde Up = (a 0,0) te vinden, zoeken we
constanten ci, ¢y en c3 met Uy = clbl + 02b2 + 03b3 Als kqp # kpe is, vinden we
de oplossing

i =a Cy = L Ca = Lkab
1 — W, 2_kbc*kab7 3—kbC7kab.
De oplossing met beginvoorwaarde ¥y = (a,0,0) is dus
v(t) = agl + kbcfk abtbz + ﬁefk’"tbg
ofwel
(Al = aexp(—kapt)
kab(eXp(*kabt) — exp(fkbct))
Bl = a
kye — kap
ka —k ct) — k c *ka t
€, = a <1+ b exp(—kpet) — kpe exp(—kap )> |
kbc - kab

We zien dat de concentratie van A exponentieel afneemt tot nul, en dat de
concentratie van C logistisch groeit tot a. Voor kg, << kp. blijft de concentratie
van B relatief laag; B vervalt immers sneller tot C' dan A tot B vervalt. Als
kap >> kpe, dan neemt de concentratie van B eerst toe, om pas weer af te nemen
als als de concentratie van A sterk gedaald is.

(€] e

(B]

F1G.15: Verloop van de concentraties, links voor kg, = 1, kp. = 2.5 en rechts
voor kqp = 2.5, kpe = 1. In dit laatste geval bereikt [B] een grotere waarde.

Opgave 3.1. Stel dat een stof A vervalt in B, en dat de stof B vervalt in zowel
C als D,

i c

e
ALy T

\D
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De vervalsconstanten zijn kqp = kpe = kpg = 1. De concentraties [A];, [By], [C]:
en [D]; voldoen dan aan het stelsel differentiaalvergelijkingen

%[A]t = _[A]t

4 Ble [A]¢ — 2[B];
#[C (Bl

4D}y = [Bl.

We berekenen het verloop van deze concentraties als functie van de tijd, met als
beginvoorwaarde dat op ¢t = 0 alleen de stof A aanwezig is met concentratie ag.
DUS [A}t:() = Qaop, [B]t:O = 0, [C]t:() = 0, en [D]t:() = 0

a) Schrijf het stelsel vergelijkingen in matrixvorm, %ﬁt = Av;. Wat is de
beginvoorwaarde U;—y voor de tijdsathankelijke vector ;7 Wat is de ma-

trix A?

f)

Bereken de eigenwaarden van A, en geef de bijbehorende eigenvectoren.
(Let op, er is een eigenwaarde die twee eigenvectoren heeft.)

Kies een basis by, by, b3, by van eigenvectoren van A.

Wat zijn de fundamentele oplossingen van de differentiaalvergelijking %z’ft =
Avy?

Schrijf de beginvoorwaarde #;—¢ als een lineaire combinatie van eigenvec-
toren, Uy = ¢1b1 + cobs + c3b3 + c4by.

Geef de oplossing ; met beginvoorwaarde v. Wat zijn [A]s, [Bl:, [C]: en

[D]:?

Als L: C™ — C" linksvermenigvuldiging met een n X m-matrix A is, L(¥) =
A - ¥, dan is de i9° coéfficiént van L(¥) dus gelijk aan L(¥); = >y aijay. Het
blijkt dat alle lineaire afbeeldingen van C™ naar C" van deze vorm zijn.

Propositie 3.5. Voor elke lineaire afbeelding L: C™ — C™ is er een m X n-
matriz A zo dat L(T) = A - .

Bewijs. We schrijven ¥ ten opzichte van de standaardbasis €; van C™ als ¢ =

Z;”:l x;€;. Omdat L lineair is mogen we de som buiten haakjes halen,

L() = L(ixjez) - iwé‘j).

Om L(7) te berekenen, volstaat het dus om te weten wat L(€;) is. We schrijven
a;; voor de basiscoéfficiénten van L(€}) ten opzichte van de standaardbasis €;,

(67)

i=1,...,n. Vullen we L(€;) = > I, a;;€; in in (67), dan vinden we
L(T) =) > aijz;é,
i=1 j=1

en dus L(7); = Y.

j—1@ijz;. Dit is precies A- U voor de matrix A met coéfficién-
ten a;;.

O
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Alle lineaire differentiaalvergelijkingen op C™ komen dus van een n X n-
matrix A. Helaas zijn echter lang niet alle differentiaalvergelijkingen lineair. De
volgende opgave geeft een voorbeeld van een niet-lineaire differentiaalvergelij-
king, waar de oplossingsstrategie uit §3.3.1 dus ook niet werkt.

Opgave 3.2. Laat zien dat de differentiaalvergelijking

ae(t) =22(t) (68)

niet lineair is.

a) Ga na dat de functie 2(t) = -1 een oplossing is van (68) voor elk getal c.
Is het veelvoud z(t) = -2; ook een oplossing is van (68)?

o 5214 zijn dus oplossingen van (68). Is
hun som z(t) = z1(t) + x2(t) weer een oplossing van (68)?

b) De functies z1(t) = =1 en a5(t) =
T

¢) Is de functie L: C — C, gegeven door L(x) = 22, een lineaire afbeelding?

3.3.3 Lineaire differentiaalvergelijkingen in een inproductruimte V

We keren terug naar de lineaire differentiaalvergelijking

L3 = L(w(1) (69)
voor een tijdsafhankelijke vector ¢(t), nu niet in C™ maar in een algemene in-
productruimte V. Om deze op te lossen moet de oplossingsstrategie van §3.3.1
enigszins aangepast worden.

In stap 1 zoeken we nu niet de eigenwaarden en eigenvectoren van een n X n-
matrix A, maar van de lineaire operator L:V — V.

Definitie 3.6. Een eigenvector van een lineaire operator L: V — V met eigen-
waarde A is een vector ¥ # 0 in V met

L(0) = \0.
Dit heet de eigenwaardenvergeligking van L.
Hebben we een eigenvector ¥y bij eigenwaarde A gevonden, dan is
0(t) = Moy

de bijbehorende fundamentele oplossing van (69). We hebben immers 4 (t) =
AeMTy, en omdat L(eMdy) = eML(#)) is, vinden we L(3(t)) = Ae*v). Er
geldt dus £4i(t) = L(9(t)), zodat ©(t) = e een oplossing is van (69) met
beginvoorwaarde ¥(t = 0) = ¥.

Over het algemeen is de beginvoorwaarde ¥y geen eigenvector van L. In
stap 2 proberen we #j daarom te schrijven als een lineaire combinatie van ei-
genvectoren,

N
o =Y ol (70)
n=1
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(We schrijven ,, voor de eigenvector bij eigenwaarde A,.) Slagen we hierin, dan

is
N
o(t) = Z cnet i, (71)
n=1

een oplossing van (69) met beginvoorwaarde ¢(0) = ¥. Op ¢t = 0 voldoet dit
immers aan 9(0) = 27]2[21 cneN0%, = 7y, en omdat (69) een lineaire differenti-
aalvergelijking is, is de lineaire combinatie (71) van oplossingen zelf ook weer
een oplossing.

Als V' een ruimte van functies is, dan zal ¥y vaak niet precies te schrijven
zijn als een eindige lineaire combinatie van eigenvectoren v;. Het is dan zinnig
om vy hiermee te benaderen. Beperken we ons tot het gebruik van de eerste N
eigenvectoren, dan is de beste benadering van vy zijn projectie p = Zf\il CnUn
op de deelvectorruimte Wy = {Zflv:l ¢nUn ; ¢n iIn C} opgespannen door de eerste
N eigenvectoren. De oplossing met beginvoorwaarde py is

N
on(t) = Z Cne o, .
n=1

Stel dat 9y willekeurig goed benaderd kan worden door zijn projecties, in de
zin dat de limiet limy_,o0 |00 — Piv]| gelijk is aan 0. Het valt dan te verwachten
dat de oplossing ©(t) met beginvoorwaarde ¥y ook willekeurig goed benaderd
kan worden door de oplossingen Uy (t) met beginvoorwaarde py, in de zin dat
de limiet limy o0 |T(t) — Un ()| gelijk is aan nul.

Opmerking 8. Als ¢y een reeks vectoren in V' is met limpy_, o ||¥ — Un] = 0,
dan schrijven we ook wel
. L? - -
limpy_, U8 =0.
Kort samengevat is onze oplossingsstrategie voor de lineaire differentiaalver-
gelijking £4(t) = L((t)) met beginvoorwaarde @ dus de volgende.

1) Zoek de eigenwaarden )\, en eigenvectoren , van de lineaire operator L.
De bijbehorende fundamentele oplossingen zijn o, (t) = e*»%,.

2) Benader de beginvoorwaarde @y door de projecties py = 25:1 CnUp Op

de deelvectorruimte Wy opgespannen door de eerste N eigenvectoren.

2
3) Als ¥y = limk_, EnN:1 ¢nUn, dan verwachten we dat de oplossing met
beginvoorwaarde vy gegeven wordt door

. L2 N .
F(t) = limy_ o S0, et .

In het speciale geval dat V' = C is, en de lineaire afbeelding L: CN — CV
gegeven wordt door L(¥) = A - ¥, vinden we uiteraard onze oude oplossings-
strategie terug. De eigenwaarden en eigenvectoren van de lineaire afbeelding
L(¥) = A - ¥ zijn precies de eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix A.
En als we een basis v7,...7Uy5 van eigenvectoren vinden, dan is ¥y gelijk aan
pN, zodat de limietprocedure overbodig wordt. We zullen nu een aantal inte-
ressantere voorbeelden bekijken waar V' een ruimte van functies is, en we de
limietprocedure dus echt nodig hebben.
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Opmerking 9. De bovenstaande strategie blijkt in de praktijk nuttig, zoals we
dadelijk zullen zien. Een kleine disclaimer is hier echter op zijn plaats, want
succes is in het algemeen niet gegarandeerd. Zo is het oplossen van de eigen-
waardevergelijking vaak niet eenvoudig, en zijn er soms niet genoeg eigenvecto-
ren beschikbaar om de beginvoorwaarde mee te benaderen. Het bovenstaande
is een vruchtbare benadering, geen onfeilbaar oplossingsalgoritme.

3.3.4 Voorbeeld: de tijdsafhankelijke Schrédingervergelijking
In Sectie 3.2.1 hebben we in de tijdsathankelijke Schrodingervergelijking

0 h? d?
het rechterlid opgevat als H(1);), met H(y) = —%% + V([L’)) 1 de lineaire

Hamiltonoperator. De tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking is dus equivalent
met

%wt = L(¢t> )

waar L: V — V de lineaire operator L(¢) = —£ H (1) is.

De eerste stap in de oplossingsstrategie is het oplossen van de eigenwaarde-
vergelijking. We zoeken een eigenvector ¢ # 0 en een getal A zo dat

L) =Xy. (72)
Omdat L(y) = —%H(w), kunnen we dit ook schrijven als
H() =ih .

De eigenwaardevergelijking bij de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking is
dus de tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking

H(y) = Ev, (73)
waarbij de relatie tussen de energie E en de eigenwaarde \ gegeven is door
E =ih\. (74)

De eigenvectoren van L zijn dezelfde als die van H. Het zijn de oplossingen
g van de tijdsonafhankelijke Schrédingervergelijking (73) bij energie E. De
bijbehorende fundamentele oplossing is

W(t,x) = e F P ().

Merk op dat de kansdichtheid [ (t,z)|? = |1g(z)|? van de fundamentele op-
lossingen niet van de tijd athangt. De oplossingen van de tijdsonafhankelijke
Schrodingervergelijkingen H1 = Ev worden daarom geinterpreteerd als de sta-
tionaire toestanden van het systeem.

Als een systeem op tijdstip t = 0 in de toestand 1y = 25:1 cn¥E, is, dan
is hij op tijdstip ¢ in de toestand

N .
wt = Z Cne_%Enthn .
n=1
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Stel bijvoorbeeld dat F; de grondtoestand is, en Fs > F; de eerste aange-
slagen toestand. De bijbehorende eigenvectoren zijn dan de oplossingen ¥ g, en
Y g, van de tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking Hiy = E. De overgang
van de grondtoestand E; naar de aangeslagen toestand Fjs is eigenlijk nooit in-
stantaan. In de tussentijd zit het atoom in een overgangstoestand o) g, + SvE,
tussen E7 en F;. Het vertoont dan Rabi-oscillaties. Dit is het onderwerp van
de volgende opgave.

Opgave 3.3 (Rabi-oscillaties). Stel dat ¥z, en ¥ g, twee oplossingen zijn van
de tijdsonathankelijke Schrodingervergelijking Hy = FE, met energie Fy < Fs.

a)

Wat zijn de (fundamentele) oplossingen van de tijdsafhankelijke Schro-
dingervergelijking
ihgby = H (1) (75)

die horen bij de eigenvectoren g, en ¥ g, van H?

Geef de oplossing 1; van (75) met op ¢t = 0 de beginvoorwaarde
Yo = 2V2UE, + 1V2¢p, . (76)

Dit is geen oplossing van de tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking,
en ze is dus niet stabiel; deze toestanden komen voor in de overgang van
Vg, naar Yg,.

Als (Yg,,x¥pg,) =7, laat dan zien dat (¢Yp,,xE,) =7.

Laat zien dat L(¢)) = x1 een lineaire atbeelding is. (De variabele x is het
argument van de functie 1).)

Stel dat de verwachtingswaarde van x in de orbitals ¢g, en ¥ g, verdwijnt,
(WE,,x¥E,) =0en (Yg,,xg,) = 0. Bereken dan de verwachtingswaarde
(w0, z1o) van z in de toestand 1)y uit vergelijking (76). Druk je antwoord
uit in «.

Bereken de tijdsathankelijke verwachtingswaarde (14, z1);) van de positie
z in de fundamentele oplossingen ; bij energie Fy en E5 die je gevonden
hebt in a). Doe hetzelfde voor de oplossing v, die je gevonden hebt in b),
en druk je antwoord uit in ~.

Stel dat v een reéel getal is. Schrijf dan de tijdsafhankelijke verwach-
tingswaarde van de positie z als een oscillatie (1;, ;) = acos(Qt). De
frequentie €2 heet de Rabi-frequentie. Druk deze uit in F en Fs.

De energieniveaus van het waterstofatoom zijn E, = —R/n?, met n =
4

1,2,3,...en R = 5187 = 2,175 x 10~'8J de Rydbergconstante. Wat

is de Rabifrequentie Q) voor oscillaties tussen de grondtoestand F; en de

eerste aangeslagen toestand F5?

In het algemeen zal de beginvoorwaarde 1y niet te schrijven zijn als een
eindige lineaire combinatie van eigenvectoren. We zullen dan g benaderen met
zijn projecties py = 25:1 Cny op de ruimte Wy = {ZnN:1 cnn ; ¢ inC}
opgespannen door de eerst N eigenvectoren v, van H.
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De oplossingen 1, van de tijdsonafthankelijke Schrodingervergelijking heb-
ben de mooie eigenschap dat ze orthogonaal zijn. De coéfficiénten c¢,, zijn dus
eenvoudig te vinden als

c = <¢m¢o>
n = .
(n, tn)
Normaliseren we de vectoren ¥, zo dat ||¢,] = 1, dan reduceert dit tot ¢, =

(¥, 10). De projectie van ¢y op de ruimte Wy is dan

N

PN = > (¥n, %0)tbn

n=1

en de oplossing van de tijdsafthankelijke Schrodingervergelijking met beginvoor-
waarde py is

N
pn(tx) =) (tn,ho)e” 7Pt (2) .
n=1

Als de beginvoorwaarde goed benaderd wordt door zijn projecties, in de zin dat

. L2 N .
o = lmpy_, o D Cathy, dan is
. L2 N _ip
wt = thﬁoo Zn:l Cp€ %E'Ltwn )
met ¢, = (Pn, o).

3.3.5 De Harmonische Oscillator

Om deze uitdrukking expliciet te evalueren, moeten we eerst de oplossingen v,
van de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking berekenen. Dat is in het alge-
meen niet eenvoudig. Een voorbeeld waar dit lukt is de Harmonische Oscillator,

met potentiaal V(z) = ka?. De Hamiltonoperator wordt dan
R d* 1
1) = (g + 34 ¥

De oplossingen van de tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking Hy = Ev
zijn
041/2 1 2

_ — 5 (az)
met o = (2)Y/2(km)'/*, en h,(z) de Hermitepolynomen uit Sectie 1.4.5. De
bijbehorende eigenwaarden van H zijn

En:(n—&—%)ﬁw,

met w = /k/m. De eigenwaarden van L = —+H zijn dus A\, = —i(n + 1 )w.
Men kan bewijzen dat elke kwadratisch integreerbare beginvoorwaarde 1°
willekeurig goed benaderd kan worden door eigenvectoren,

0 . L? N
Y7 =lmy_, 0 D g Cntn -

Bovendien hebben we in paragraaf 1.4.5 gezien dat de eigenvectoren 1, ortho-

0
gonaal zijn. De coéfficiénten ¢, zijn dus ¢, = % De noemer is gelijk
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aan 1, omdat we de voorfactor in (77) zo gekozen hebben dat de v, orthonor-
maal zijn. De oplossing van de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking met
beginvoorwaarde ° is dus

. L2 N i 1
Yy = limpy_, o Zn:() Cn€ Z(n+2)wt¢n(x) )

met

en = (1n,¥°) = /_OO P, ()Y (z)dx .

Opgave 3.4 (Rabi-oscillaties voor de harmonische oscillator). In geschaalde
coordinaten T = ax zijn de ongenormaliseerde oplossingen van de harmonische
oscillator dus gegeven door ¥, (z) = hy,(z)e~1* . De Hermitepolynomen h,
voldoen aan de recursierelatie

b1 (z) = xhy(z) — %hn(x) )
met hg(x) = 1.
a) Bereken hi(x), ha(z), hg(x) en hy(x).

b) Laat zien dat h,, alleen termen x* van even graad k bevat als n even is,

en alleen termen van oneven graad k als n oneven is.
c¢) Laat zien dat v = (¢, xtp,) gelijk aan nul is voor n — m even.
d) Wat betekent dit voor de Rabi-oscillaties tussen de energietoestanden
E, = (n+ )hw en E,, = (m+ %)hw van de harmonische oscillator?
3.3.6 Schriédingervergelijking voor een vrij deeltje op de cirkel

Stel dat een deeltje met massa m vrij beweegt op een cirkel met straal R. De
potentiaal is dan V(z) = 0, en de tijdsafthankelijke Schrédingervergelijking luidt

h? 9?

., 0

o U(z,t). (78)

Hier is = een codrdinaat die de booglengte van de cirkel meet. De golffunctie
U(x) is hier dus periodiek in z, met periode 27R.

N

T

F1G.16: Op een cirkel met straal R is de booglengte x gelijk aan R¢.
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Het is handig om de hoek ¢ in plaats van de booglengte x als cotrdinaat te
nemen. We substitueren ¢ = x/R, en schakelen over op de golffunctie 9(¢) =
U(R¢). De tijdsathankelijke Schrodingervergelijking wordt dan

P L (79)
ot " 2mR2 g2
De Hamiltonoperator is dus H = _%887?27 werkend op 27-periodieke functies

(@) van de hoekvariabele ¢.

Stap 1 Om de eigenwaarden en eigenvectoren te vinden, lossen we de tijdson-
afhankelijke Schrodingervergelijking Hvy = FE1) op voor 2m-periodieke functies 1.

Deze lnidt — 5 225 (9) = Eypp(9) , ofwel

2 2mER?
5 () = =2 s(0),
Proberen we de oplossing ¢ (x) = ¢**, dan vinden we 38711/% (¢) = —k>r(0).
Dit is dus een oplossing als k? = 2”%]{2. Omdat 1 een 2m-periodieke functie
van ¢ is, moet k een geheel getal zijn.

We vinden dus de oplossingen ¢y (z) = €*** bij k = ..., -2,-1,0,1,2, ...,
met bijbehorende energieén

h2k?

- 2mR?’

Merk op dat ¢, en ¥_; dezelfde energie Fj hebben. Men zegt dat het systeem
degeneratie vertoont: er zijn meerdere onafhankelijke oplossingen bij dezelfde
eigenwaarde.

Iedere lineaire combinatie van eigenvectoren bij dezelfde energie E is ofwel 0,
ofwel wederom een eigenvector bij dezelfde energie E. Dit geldt niet alleen in ons
voorbeeld, maar zelfs voor elke lineaire operator H: V. — V. Als Hyy = Ei
en Hio = E1 voor dezelfde waarde van E, dan geldt voor de som 1 + g

immers

Ey

H(1 +1ba) = H(1) + H(p2) = By + Evpo = E(1 +1b2) ,

en voor het veelvoud cip; geldt

H(C’l/)l) = CH('I,ZJl) = CE?/Jl = E(C¢1) .

Tedere lineaire combinatie cy17 + ot is dus ofwel nul, ofwel wederom een
eigenvector van H bij eigenwaarde E. De ruimte

Wp = {¢ in V; Hp = B¢}

die bestaat uit 0 en alle eigenvectoren bij de vaste eigenwaarde E is dus een
deelvectorruimte. Zij heet de eigenruimte bij E.

In het speciale geval van een vrij deeltje op de cirkel, met Hamiltonoperator
H = —%6‘%, heeft de eigenruimte Wy, bij energie £ = % dimensie
1 voor k = 0, en dimensie 2 voor k # 0. Voor k = 0 hebben we Wg, =
{c1l; cin C}, en voor k # 0 hebben we

Wg, = {cye®™ +c_e ™. ¢, ¢ inC}.
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In het bijzonder zijn dus niet alleen ¢ (¢) = ¢ en ¥ (¢) = e =% eigenvectoren
van H bij eigenwaarde Ej, maar ook bijvoorbeeld de golffuncties cos(kp) =
%ei’w + %e‘ikd’ en sin(k¢) = %eikd’ + %e‘““b.

Stap 2 De eigenvector ¥ (¢) met Hyg = Evg geeft de stationaire toestand

Di(9) = e 7% ()

met beginvoorwaarde 1;—o(¢) = Vr(¢). Met ¥g, (¢) = e*? en Ej, = %
vinden we dus de fundamentele oplossingen

wt(ﬁb) _ e—zT"teik(z) _ ez(kd)—wkt) ,

waar wy gelijk is aan
_Ex  h
~ h 2mR?
Dit heet de dispersierelatie. De functie ¥y (¢, t) is constant als k¢ — wyt
constant is, zeg voor k¢ —wit = k¢g. Lossen we ¢ op voor t, dan vinden we dat
1), constant is op de lijnen ¢ = ¢g + vit, waar de golfsnelheid vy gegeven wordt

door

Wi

h
= k=——k.
vk =/ 2mRR2
We kunnen de stationaire oplossing 1:(¢) = etké=wit) dus opvatten als een
golven die met snelheid v rond de cirkel lopen. Omdat v_, = —vg, loopt de

oplossing 1, = e*(F¢=“rt) tegen de klok in voor k > 0, en met de klok mee voor
k <0.

F1G. 17: Het reéle deel van de golffunctie 1)¢(¢) met begintoestand v, getekend
voor de gevallen k = —3 (links) en k = 3 (rechts). De golfsnelheid vy, is evenredig
met k.

De absolute waarde van 1 (¢) hangt niet van ¢ af, zodat de kans om het deeltje
aan te treffen uniform over de cirkel verdeeld is. Dit is anders bij de funda-
mentele oplossing 1(¢,t) = e~ “ktsin(k(¢ — ¢g)), die verkregen wordt als een
lineaire combinatie van ¥ en ¥_j. Ook dit is een oplossing bij energie Ey,
maar zij heeft tijdsonafhankelijke minima en maxima op regelmatige afstanden
op de cirkel.
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F1a.18: Het reéle deel van de golffunctie (¢, t) met ¢r—o(p) = cos(ke).

Stap 3 Omdat de tijdsathankelijke Schrodingervergelijking lineair is, geeft de

beginvoorwaarde
N

do(@) = Y cxhn(9)

k=—N

met V(@) = e**? de oplossing

N
do(¢) = Y cxe " Hay(e),
k=—N

waar de frequentie wy als functie van het golfgetal k£ gegeven wordt door de

dispersierelatie wy = %k?
Het is dus van belang om g (¢) zo goed mogelijk te benaderen met lineaire
combinaties van de eigenvectoren ©¥)_y, ..., 1¥n. Dit zijn precies de Fourierpoly-

nomen py(¢) = Zg:_N cre™*® van graad hoogstens N. Het Fourierpolynoom
pn waarvoor [t — py|| minimaal is, is de projectie van 1y op de ruimte van
Fourierpolynomen van graad hoogstens IN. In hoofdstuk 2 hebben we gezien
dat de coéfficiénten ¢, van de projectie py dan gegeven worden door

o= et [ nlere o, (50)

Tedere beginvoorwaarde 1g(¢) kan dus willekeurig dicht benaderd worden
met lineaire combinaties van eigenvectoren,

. 2 N .
Po(¢) =lmy . ooy e,

met ¢, de Fouriercoéfficiénten (80). De bijbehorende oplossing van de tijdsaf-
hankelijke Schrodingervergelijking voor een vrij deeltje op de cirkel wordt dan

Gi(¢) = lmk, o Sn_y cpeikoment) (81)

5 W?RQ k? evenredig aan het kwadraat van het golfgetal k.

met frequentie wy =
Opmerking 10. Op tijdstip T}, = 4mmR?/h is wi. T, = 2wk? een geheel getal,
zodat e~ T+ = 1 voor elke waarde van k. In vergelijking (81) zien we dus dat
op t = T, de golffunctie ¥y—7. weer teruggekeerd is in de begintoestand, .

Het tijdstip T} heet daarom de recurrentietijd van het systeem.
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3.4 Hermitische operatoren

De Hamiltonoperator H = —%8‘9—; + V() heeft een drietal uitermate nuttige
eigenschappen. Zijn eigenwaarden F zijn altijd reéel, zijn eigenvectoren g bij
verschillende eigenwaarden zijn altijd orthogonaal, en de norm ||#);|| van iedere
oplossing van de tijdsathankelijke Schrodingervergelijking ih%?/)t = H1v; hangt
niet af van de tijd ¢.

Deze eigenschappen zijn van fundamenteel belang in de quantummechanica.
We kunnen de eigenwaarde E alleen interpreteren als een energie omdat zij reéel
is, we kunnen een begintoestand o (x) makkelijk ontbinden in eigenvectoren ¢ g
omdat deze orthogonaal zijn, en ten slotte kunnen we |¢;(z)|? alleen interpre-
teren als een kansdichtheid omdat ||| = [*°_ |4 (2)|?d niet afhangt van de
tijd, en dus op 1 kan worden genormaliseerd.

Deze drie eigenschappen gelden onafhankelijk van de keuze van potentiaal
V(z). Dit komt doordat H = f%%+v een hermitische operator is. Hermiti-
sche operatoren H: V — V kunnen gedefinieerd worden op elke inproductruimte
V', niet alleen op de ruimte van golffuncties.

Definitie 3.7. Een operator H: V' — V heet hermitisch of zelfgeadjungeerd als
voor alle 1,7 in V' geldt dat

3.4.1 Voorbeelden van hermitische operatoren

Om te laten zien dat operatoren hermitisch zijn, is de volgende propositie erg
handig.

Propositie 3.8. Sommen, machten, en reéle veelvouden van hermitische ope-
ratoren zign weer hermitisch.

Bewijs. Als Hy en Ho hermitisch zijn, dan is H= H, + Hs weer hermitisch. Er
geldt immers

(Hiy, Us) = (Hyh, o) + (Hath, o) = (U1, HyU2) + (01, Halha) = (¥, Hia) .
Als H hermitisch is, dan is ook H = H™ hermitisch. We hebben immers
(H™%y, o) = (H" Y0y, H) = ... = (Hoy, H" ') = (¥, H" ) .

Ten slotte is ieder reéel veelvoud H = AH van een hermitische operator H weer
hermitisch. Er geldt immers

(Hy, %) = (NHTy, U2) = NHTy, U2) = Ny, Hip) = (01, \Ha) = (¥, H) .
In de laatste stap gebruiken we A = \, dit werkt dus alleen als \ reéel is. O

Om te laten zien dat de Hamiltonoperator hermitisch is, schrijven we hem
als H = ﬁp2 + V met p de momentumoperator p = —ih%. We laten zien dat
zowel p als V hermitisch zijn. Uit de vorige propositie volgt dan dat p? en zijn
reéle veelvoud ﬁpQ hermitisch zijn, en dus ook de som H = ﬁpz +V.

Propositie 3.9. De momentumoperator p = fih% en de Hamiltonoperator
H = —%% + V' zigyn hermitische operatoren.
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Bewijs. Dat de operator p = —ih% hermitisch is, blijkt uit parti€éle integratie.
We hebben (py1,1)2) = (¢1, pip2) omdat

| Cage@ea = w[i@e] "~ [ e

— 00

_ /jo D1 (@) (i o) (@) de

We hebben hier gebruikt dat lim,_, 1+ o0 11 (2)tp2(z) gelijk is aan nul, omdat onze
golffuncties in oneindig verdwijnen. Vanwege Propositie 3.8 is dus ook de ki-
netische energie ﬁp2 hermitisch. Om te laten zien dat H = —%% +V
hermitisch is, volstaat het dus om te tonen dat V hermitisch is. Dit is het geval
als V(z) reéel is:

Vinws) = [ VEn@se)s = [ G@Vie)s(e)ds = V).

K2 42 oy . . o "2 d2
Omdat ~2m da? 1 V' hermitisch zijn, is dus ook hun som H = —g—--— +V
een hermitische operator. O

Opmerking 11. De Hamiltonoperator werkt op een vectorruimte V van vol-
doende gladde, kwadratisch integreerbare golffuncties. Als de golffuncties ()
op de reéle as leven, dan verdwijnen ze voor z — doco. Ook de randtermen

[th1(z)1)2(x)]>, in de partiéle integratie verdwijnen dus. Voor een deeltje op
een cirkel geldt er iets gelijkaardigs: de randtermen in de partiéle integratie ge-
ven een bijdrage [¢)1(¢)w2(9)]|™ ., die verdwijnt omdat de golffuncties periodiek

zijn. Ook Hamiltonoperatoren op de cirkel zijn dus automatisch hermitisch,
ongeacht de keuze van de potentiaal V().

Hermitische operatoren komen niet alleen voor op vectorruimten van kwa-
dratisch integreerbare functies. Ook de vectorruimte V = C" heeft hermitische
operatoren.

Propositie 3.10. Als A een n x n-matriz met coéfficiénten a;; is, dan is de
lineaire afbeelding H: C* — C™ met H(¥) = A - T precies dan hermitisch als
aj; = @y; voor alle indices i en j.

Bewijs. De operator H(¥) = A - ¥ is hermitisch als (A - ¥, %) = (¥, A - &) voor

alle 7,4 in C. Omdat (Aw); = > 7, a;;w;, zien we dat

<1?,A . ’LB> = ivz(Au_i)z = Z Qi V;Wy .

Met (A¥); = >, a;jv; vinden we echter
n n n
<A -, ’u_}'> = Z(Aﬁ)zu?l = Z A;505W; = Z Aj;V;Wy

i=1 i,j=1 ij=1

Deze twee uitdrukkingen zijn gelijk voor alle ¥ en W als a;; = aj;. O
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De getransponeerde matrix van A is de matrix A7 met coeéfficiénten a;fg =
aj;. De geadjungeerde matrix At is per definitie de complex geconjugeerde van
AT . 7ij heeft coeéfficiénten azj = @j;. De operator H(¥) = A- ¥ is dus precies
dan hermitisch, als A = Af.

Opgave 3.5. Is de operator H: C? — C3 hermitisch als H (%) = A - ¥ met

100 100 3 5 0
a) A=(0 2 0], bB)A=[0 2 0], ) A=|[-5 0 2|7
00 3 0 0 3i 0 2 3

Opgave 3.6. De vectorruimte V van gladde, kwadratisch integreerbare functies
p: R?® — C van drie variabelen z, y, z heeft inproduct

o0 oo oo .
<w17¢2> = / / / wl(x7y,z)¢2(x,y7z)d$dydz
—o0 J —oo J—o0
De Hamiltonoperator H: V' — V is gegeven door
2 2 2 2
(HY) (2,9, 2) = =30 (& + an + 22)0(2,y,2) + V (2,9, 2)¢(2, 9, 2).

Laat zien dat H hermitisch is. (Tip: laat zien dat de momenta p, = —ih%,

Dy = —iha% en p, = —ih% hermitisch zijn, en gebruik Propositie 3.8.)

3.4.2 Eigenschappen van hermitische operatoren

Hermitische operatoren hebben een aantal mooie eigenschappen. Zo zijn bij-
voorbeeld al hun eigenwaarden reéel, en staan eigenvectoren bij verschillende
eigenwaarden loodrecht op elkaar.

Propositie 3.11. Als H: V. — V hermitisch is, dan zijn alle eigenwaarden A
van H reéel. Als Uy en Uy eigenvectoren bij verschillende eigenwaarden \ en
N zign, dan geldt Uy L Uy .

Bewijs. Omdat H zelfgeadjungeerd is, hebben we (H (¥ ,
en dus <H(’17,\),17)\/> — <U)\,H(17)\/)> = 0. Met H(ﬁ)\) = AU, en H(_')\/> = N7y
vinden we (A, Ux/) — (U, NUx) =0, en dus

()\7)\/)<17)\,U)\/> =0. (82)

Beide uitspraken volgen nu uit deze vergelijking. Om te zien dat elke eigen-
waarde A reéel is, gebruiken we (82) met A = X\ en o) = U). Er staat dan
(A — XN)(¥y,T») = 0. Omdat (¥, @x) = ||Ux||? niet nul is, moet wel gelden dat
A —A=0, en dus A = \. Elke eigenwaarde X is dus reéel.

Om te zien dat ¥, L ¥y als A # X gebruiken we wederom vergelijking (82).
Ondertussen weten dat A en A beide reéel zijn, dus we vinden de vergelijking
(A= X){(Ux,Pn) = 0. Als A — X niet nul is, moet dus wel gelden dat (¥, Ux)
gelijk is aan nul, en dus dat ¥y L U)/. O

Dit geldt in het bijzonder voor de Hamiltonoperator H = —%% +V. Om-
dat de eigenvectoren van H precies de oplossingen ¢ g van de tijdsonathankelijke
Schrodingervergelijking Hiy) = Ev zijn, en de bijbehorende eigenwaarde E de
energie van deze oplossing is, vinden we de volgende conclusie.
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Corollarium 3.12. Als g een oplossing van de tijdsonafhankelijke Schridinger-
vergeligking Hygp = Evg s, dan is de bijbehorende energie E altijd reéel. Bo-
vendien zijn oplossingen Yg en g bij verschillende energicén E # E' automa-
tisch orthogonaal.

Als Uy en ¥}, eigenvectoren bij dezelfde eigenwaarde X zijn, dan is er geen
enkele garantie dat ze loodrecht op elkaar staan. We kunnen ze dan echter or-
thogonaliseren, waarbij het resultaat wederom voldoet aan Hv = AU bij eigen-
waarde A\, omdat lineaire combinaties van eigenvectoren bij dezelfde eigenwaarde
of nul zijn, of weer een eigenvector bij dezelfde eigenwaarde.

In het speciale geval dat de vectorruimte V' eindigdimensionaal is, bijvoor-
beeld V' = C”, kunnen we op een dergelijke manier de volgende stelling bewijzen.

Stelling 3.13. Iedere hermitische operator H: C™ — C" heeft een orthogonale
basis van eigenvectoren, met reéle eigenwaarden.

Met deze stelling zien we bijvoorbeeld zonder enig rekenwerk dat de eigen-
waarden van de matrix

1.22 042 132 7.62
0.42 0.33 4.21 4.22
1.32 421 3.10 3.17
7.62 4.22 317 9.41

reéel zijn, en dat de eigenvectoren orthogonaal gekozen kunnen worden.

Opgave 3.7. De operator H: C3 — C3 is van de vorm H(7) = A - ¥.

a) Bepaal of H hermitisch is voor A gelijk aan:

100\ /100 0 i 0 2 10 2 1 0
02 0],l0 2 0|,{-=i 0oo],[-1 2 0],en |1 20
00 2/ \o o i 0 0 1 0 0 3 00 3

b) Wat zijn de eigenwaarden en eigenvectoren van deze vijf matrices? Als H
hermitisch is, controleer dan dat de eigenwaarden inderdaad reéel zijn, en
de eigenvectoren bij verschillende eigenwaarden orthogonaal.

¢ Elke hermitische operator heeft een orthogonale basis van eigenvectoren.
Dat wil niet zeggen dat elke basis van eigenvectoren orthogonaal is. Geef
voor de eerste en de laatste matrix zowel een basis van eigenvectoren die
orthogonaal is, als een die dat niet is.

Propositie 3.14. Stel dat H: V — V een hermitische operator is, en dat U
een oplossing is van de lineaire differentiaalvergelijking

d o
0= —iH(U).

Dan is de norm ||T;|| van U; constant in de tijd, ||U:|| = ||Uol]. We zeggen dan
ook wel dat de tijdsevolutie unitair is.
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Bewijs. We laten zien dat 4|%,[|> = 0. Met de kettingregel zien we dat

%@,@) = <%Ut,17t> + (17}7%17}). Vullen we nu %ﬁt = —iHv, in en werken
we het inproduct uit, dan zien we dat

d, . . o e e o S o

@||Ut”2 = <*ZHUf,,Uf,> + <Uf,, *lH’Ut> = Z((Hvt,vt> — <Ut7HUt>) .
Dit is gelijk aan nul omdat H hermitisch is, (H¥, ¥;) = (U, HT). O

Opgave 3.8. We bekijken de differentiaalvergelijking

%It = Yt
%yt = —Tt.
a) Schrijf dit in de vorm 45 = —4A -, voor een 2 x 2-matrix A. Is de

operator H(¥) = A - ¥ hermitisch?
b) Los de differentiaalvergelijking op met reéle beginvoorwaarden xq en yp.
c¢) Als 2% + y2 = R?, bereken dan z? + y?. Wat valt je op?
Opgave 3.9. We bekijken de differentiaalvergelijking

Loi(t) = — 0.4224(t) — 1.3223(t) — 7.624(t)
Do) = 0.42x(t) — 4.21x3(t) — 4.2224(t)
Los(t) = 1.32z1(t) +4.21z0(t) — 3.1724(2)
Apa(t) = T7.62w1(t) +4.2225(t) 4+ 3.17w3(1) .
Stel dat de beginvoorwaarden x1(0),...,24(0) reéle getallen zijn, met z%(0) +

...+ 23(0) = R% Wat is dan 2%(¢) + ... + 23(t) op tijdstip ¢? (Hint: dit kan
zonder te rekenen.)
Opgave 3.10. Voor een vast, reéel getal c, bekijken we de differentiaalverge-
lijking

d d

G 1(0) = ey 5 (@)

met beginvoorwaarde f;—o(¢) = fo(¢). Hier is fi(¢) voor ieder tijdstip ¢ een
functie op de cirkel, en dus 27-periodiek in de variabele ¢.

a) Schrijf deze vergelijking in de vorm % fit = Lf;. De eigenvectoren van L
zijn fi(¢) = e~**¢ met k een geheel getal. Wat zijn de bijbehorende eigen-
waarden A van L7 Geef de dispersierelatie, dat wil zeggen de frequentie
wk = iAg als functie van het golfgetal k.

b) Laat zien dat de golfsnelheid vy, = wy/k niet afhangt van het golfgetal k.
c) Wat is de oplossing fi(¢,t) bij beginvoorwaarde fi(¢$)?

d) Stel dat de beginvoorwaarde fo(¢) Fouriercoéfficiénten ¢y, heeft. Wat zijn
dan de coéfficiénten ¢ (t) in de Fourierexpansie

N

fi(0) = limk o0 Y en(t)e
k=—N

van de oplossing f;(¢)?
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e) Schrijf f;(¢) als functie van de variabele (¢ —c4t). Geef de oplossing fi(¢)
met beginvoorwaarde fj(¢).

f) Bovenstaande differentiaalvergelijking kan geschreven worden als % ft =
—iH(f;) met H = iL hermitisch. Waarom? Is || f;||* inderdaad onafhan-
kelijk van t?

We passen Propositie 3.14 toe op de hermitische operator %H , met H de Ha-

miltonoperator H = —%% + V. De differentiaalvergelijking %wt = —%H (o

is equivalent met de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking ih%wt = Hyy. In
dit geval zegt Propositie 3.14 het volgende.

Corollarium 3.15. Voor iedere oplossing 1 van de tijdsafhankelijke Schridinger-
vergeligking geldt dat ||v¢]] = ||vol|-

Er geldt dus behoud van waarschijnlijkheid: als de kansdichtheid |t (x)|?
op tijdstip ¢ = 0 integreert tot 1, dan is dit nog steeds het geval op tijdstip ¢.
De ‘totale kans’ ||| = [*_ [t¢(2)[>dz is immers onafhankelijk van de tijd.

Maar behalve behoud van waarschijnlijkheid heeft Corollarium 3.15 nog een
belangrijk gevolg. Stel we benaderen een beginvoorwaarde 1y met een eindige

lineaire combinatie
N
PN = E ann
n=1

van eigenvectoren van H, en maken hierbij een kleine fout A = |[vg — pu|l-
De tijdsevolutie 1; weten we dan niet precies, maar we benaderen deze met de
bekende tijdsevolutie

N
pn(@,t) =) cne” 7Pty (2)
n=1

van de projectie py. Omdat 1 (z) — pn(z,t) een oplossing van de Schrédinger-
vergelijking met beginvoorwaarde vy — py is, zegt Corollarium 3.15 ons dat
lr — o ell = |0 — o ll, en dat de fout A, = |9y — pn || op tijdstip ¢ dus even
groot is als de fout op tijdstip ¢t = 0.

In het bijzonder volgt uit limy_oo ||[px — 90| = 0 dus ook dat de limiet
lImy oo ||t — P el gelijk is aan nul. Als we de begintoestand 1y een limiet
is van functies py waarvan we de tijdsontwikkeling py; kennen, dan is ¢; de
limiet van deze functies.

Stelling 3.16. Als pn .+ oplossingen zijn van de tijdsafhankelijke Schrédinger-
vergeligking ih%z/}t = Hy, en
. 2
hmk—nx; PN = 1/)0 )
dan is )
limJLV—mo DNt = V¢ .
Opgave 3.11. We bekijken de differentiaalvergelijking
0 o°
alﬁt(@ = 995

met beginvoorwaarde 1g(¢). Hier is ¢;(¢) een functie op de cirkel, en dus
2m-periodiek in de variabele ¢.

Pi(0),
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a) Schrijf deze vergelijking in de vorm %wt = L1;. De eigenvectoren van
L zijn ¥ (¢) = e~**® met k een geheel getal. Wat zijn de bijbehorende
eigenwaarden Ay van L7

b) Wat is de oplossing ¢y (¢, t) bij beginvoorwaarde 1 (¢)?

c) Geef de dispersierelatie, dat wil zeggen de frequentie wy, = i\, als functie
van het golfgetal k. Voor de Hamiltonoperator was deze kwadratisch in k.
Waarom is dat nu niet meer zo?

d) Stel dat ¢ (¢) Fouriercoéfficiénten ¢ heeft. Wat zijn dan de coéfficiénten
¢k(t) in de Fourierexpansie

N
vi(@) = limf o Y ex(t)e™

k=—N
van de oplossing 1;(¢)?

e) Schrijf de differentiaalvergelijking als %wt = —iH¢. Is H hermitisch?
Wat weet je nu dus over [|1)¢||?

f) Gebruik de Stelling van Parseval om |[|1)¢]| uit te drukken in |||

3.5 Differentiaaloperatoren met constante coéfficiénten

We zijn al een aantal differentiaalvergelijkingen tegengekomen van de vorm

n

0 0 0

gft(m) = (an@—i—...—i—al%—i—ao)ﬂ(m), (83)
waar f;: R — C een T-periodieke functie van z is die op ¢ = 0 aan de begin-
voorwaarde fi(x) = fo(x) voldoet. We schrijven dit als

Sh=L), fio=o.

waar

L(f)(z) = (an% +~~-+a1% +a0)f(x).

een lineaire differentiaaloperator met constante coéfficiénten is.

Opgave 3.12. Ga na dat de Schrédingervergelijking (78) voor een vrij deeltje
op de cirkel van deze vorm is. Wat zijn de coéfficiénten ay, ..., a, in dit geval?
Doe hetzelfde voor de differentiaalvergelijkingen van opgave 3.10 en opgave 3.11.
Waarom is de Schrodingervergelijking (58) in het algemeen niet van deze vorm?

De eigenvectoren van L zijn de T-periodieke functies by (z) = e™*®, waar de

periodiciteit afdwingt dat wy = Z%k een geheel veelvoud van 2% is. Zij voldoen

aan de eigenwaardevergelijking
L(bg) = Aibg (84)

met eigenwaarde
A = an(iwg)” + ... 4 a1 (iwg) + ag - (85)
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Met behulp van de eigenvectoren b en de eigenwaarden A vinden we de fun-
damentele oplossingen by (t, ) = e**b;,(z) van (83), die op ¢ = 0 aan de begin-
voorwaarde by (0, z) = bg(z) voldoen.
Omdat de differentiaalvergelijking (83) lineair is, is de oplossing met begin-
N Wy -
voorwaarde py(x) = >,y cre™** gelijk aan

N

o) = 3 e,
k=—N

met wy en A\ als hierboven. Schrijven we dit als

N

pn(tz) = Y ()™,

k=—N
dan zien we dat de Fouriercoéfficiénten ¢ (t) van py (¢, z) gelijk zijn aan
cr(t) = eMiey, . (86)

Zoeken we een oplossing met beginvoorwaarde f:(x) = fo(z) op tijdstip
t = 0, dan ligt het voor de hand om

N
fo(z) = lim Z crpe'kt
N—o00
k=—N

te ontbinden in golven met frequentie wy = 27"14;, waarbij de Fouriercoéfficiénten

+ _Tﬁ2 (v)e~ ™ ®  We verwachten dan dat

fi(x) Fouriercoéfficiénten cy(t) = crpe** heeft, en dus ontbonden kan worden in
golven met frequentie wy = 2%]{: als

cr, uitgerekend worden met ¢, =

N
fila) = lim > epeMternn (87)
k=—N
met
A = an(iwk)” + ...+ al(iwk) + ap . (88)

Dit blijkt inderdaad het geval te zijn als de oneindige som in (87) absoluut
convergeert. Dit is bijvoorbeeld het geval als fo(x) een gladde functie is, en alle
eigenwaarden Ay een reéel deel Re(A;) < 0 hebben.

Opgave 3.13. We bekijken de convergentie van de reeks (87) onder aanname
dat D02 |cx| eindig is. (Dit laatste is altijd het geval voor gladde functies.)

a) Ga na dat (87) inderdaad convergeert als Re(Ax) < 0 voor alle k.

b) Laat zien dat Re()\;) < 0 is als de coéfficiénten a; van de differentiaalope-
rator L voldoen aan Re(ag) < 0, Re(a1) = 0, Re(az) > 0, Re(as) = 0,

enzovoorts.
c¢) Voor welke waarden van ag,...,a, is H = iL een Hermitische operator?

d) Vergelijk je resultaten voor b) en c¢) met Stelling 3.16.
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4 Fouriertheorie voor integreerbare functies

In Hoofdstuk 2 hebben we gezien dat T-periodieke functies f: R — C ontbonden
kunnen worden in golven e'“** met frequentie wy = Q%k,

N
fl@)= lim > cpe™t. (89)
k=—N

N—oc0

De amplitude ¢, van de golf e*** wordt hierbij gegeven door de Fouriercoéfficiént

1 [T ,
- - —IWKT ]
Ch T/—T f(x)e T (90)

We willen een dergelijke decompositie in golven ook graag voor functies
f: R — C die niet periodiek zijn. Dit blijkt te kunnen als f absoluut inte-
greerbaar is, dat wil zeggen, als foooo |f(x)|de < co. De ruimte van absoluut

integreerbare functies f: R — C geven we aan met £!(R),

Ll(R){f:RHC;/

— 00

oo

s < oo}

Voor een T-periodieke functie f worden de toegestane frequenties wy = 2%%
bepaald door de periode T'; hoe groter de periode, hoe dichter de frequenties wy
op elkaar liggen. De strategie om een niet-periodieke functie f te ontbinden in
golven ligt voor de hand. Op het interval [-T'/2,T/2] is f(z) immers gelijk aan
fT(x), waar fT(z) de T-periodieke functie is met f7(z) = f(z) voor —T/2 <
x<T)/2.

FI1G. 19: Uit de functie f(x) maken we de T-periodieke functie f7 (z) die over-
eenkomt met f(x) voor —%T <z< %T.

We passen dus Fouriertheorie toe op de T-periodieke functie f7'(z), en laten
vervolgens T naar oneindig gaan. Omdat de afstand Aw = wi 11 — wy daarbij
naar nul gaat, deze is immers gelijk aan Aw = 2%, gaat de som (89) hierbij over
in een integraal.

We bekijken de Fouriercoéfficiénten ci bij een vaste frequentie w = %’rk‘,
als functie van de periode T. Als T naar oneindig gaat, dan gaan de Fou-
riercoéfficiénten ¢} naar nul. Herschalen we echter met een factor % = @,

dan zien we met vergelijking (90) en limr_, f7(z) = f(z) dat

. 27 1 > —iwT
Tlgrclx) Ecg = \/ﬂ/oo f(x)e dx .
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Voor een absoluut integreerbare functie f definiéren we daarom de Fourier-
getransformeerde F f(w) bij de frequentie w als

Ffw) = \/12?/_00 F@)e“7dg (91)

Voeren we dezelfde herschaling met ?Tiﬂ uit in vergelijking (89), dan vinden we

flx) = L lim ; <€ﬂc£> e A . (92)

Voor T' — oo zagen we dat rck nadert tot Ff(w). Substitueren we dit in
(92), dan wordt het rechterlid

— lim Z Ff(w)e™*Aw.

Omdat de stapgrootte Aw steeds kleiner wordt, nadert de bovenstaande som

tot de integraal
1 ° -
— Fflw)e™ dw.
= Frw

We verwachten dus dat f(x) gelijk is aan Ton f_oo Ff(w)e™Tdw. Dit blijkt in-
derdaad het geval te zijn, ten minste als F f zelf weer een absoluut integreerbare
functie van de frequentie w is.

4.1 De inversiestelling van Fourier

Als f: R — C een absoluut integreerbare functie is, dan definiéren we de Fou-
riergetransformeerde Ff: R — C als

Ff(w) = \/% /_00 f(z)e ™“%dz. (93)

Stelling 4.1. Stel dat f: R — C absoluut integreerbaar is, dat ook Ff: R — C
absoluut integreerbaar is, en dat f continu en differentieerbaar is in x. Dan
geldt

1 > W
flx) = m/oo]:f(w)e dw . (94)

Bewijs. Zie [2] voor een sluitend? bewijs van deze stelling. O

De functie f is dus wederom te schrijven als een combinatie van golven e’“?.
In dit geval is de combinatie echter geen som maar een integraal, waarbij F f(w)
de ‘frequentiedichtheid’ bij de frequentie w aangeeft.

2De redenering die ons tot tot formule (94) leidde, is niet geheel waterdicht. Het punt is
dat we de benadering \/%c{ — Ff(w) en de benadering

N 0o
: W T wx
th k:%N]- f(w)e Aw — /; Ff(w)e**®dw

apart hebben uitgevoerd, terwijl beide limietprocessen eigenlijk gelijktijdig plaatsvinden.
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4.1.1 Een voorbeeld: f(z)= e @l

De functie f(x) = e~ met a > 0 is absoluut integreerbaar, en continu diffe-
rentieerbaar in alle punten x behalve x = 0.

f(x)

FIG. 20: Grafiek van de functie f(z) = eIl

We berekenen de Fouriergetransformeerde Ff(w) van f(z). De definitie (93)
van F f(w) levert

Fiw) = \/%[ f@)e e dy = \/%[ o—alalg—ir gy,

Omdat |z| = = voor > 0 en |x| = —z voor z < 0, is het handig om deze
integraal te splitsen in twee stukken. Gebruik makend van e**e = gla—iw)z
en e~ e~ wr = ¢~ (0+iW)T yinden we dan

1 /0 , 1 (> ,
Fflw) = — el )Ty 4 7/ e~ (atiw)z gy

_ 1 1 e(afiw)z 0 + 1 -1 67(a+iw)x >
Vor |a—iw oo V27 atiw o

1 2a

\/27ra2+w2 '

Omdat Ff continu en differentieerbaar is in alle punten = behalve x = 0,
zegt Stelling 4.1 dat f(z) = \/% ffooo Ff(w)e“?dw. Voor x # 0 hebben we dus

—iwT

—alz| 1 > a iwx
e == e dw. (95)
T J_ oo 0t w
We zullen dadelijk zien dat dit ook geldt voor & = 0. De functie f(z) =
e~*l wordt zo ontbonden in golven €™, waar de frequentie w voorkomt met
‘frequentiedichtheid’ % a’ﬂiﬁ .
4.1.2 Discontinuiteiten

Als de functie f niet continu is in x, hebben we een verfijning nodig van Stel-
ling 4.1. Voor periodieke functies f zagen we in hoofdstuk 2.5 dat de Fourierreeks
Z limpy 00 ZkN:_ ~ Ck€** in zulke gevallen niet convergeert naar f(z), maar
naar het gemiddelde 3(f(z—) + f(x+)) van de linkerlimiet f(z_) = limy, f(x)
en de rechterlimiet f(x4) = limy, f(x). Het blijkt dat de Fouriertransformatie
voor integreerbare functies f: R — C zich precies zo gedraagt.
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Stelling 4.2. Stel dat f: R — C absoluut integreerbaar is, dat de linker- en
rechterlimiet f(xz_) = limyqy, f(z) en f(xy) = limy, f(z) bestaan, en dat f
zowel links- als rechtsdifferentiéerbaar is. Dan geldt

1 1 : ¢ W
S+ fw) = o= Jim [ Fr@)edo. (96)
27]' Q—o00 -Q
Bewijs. Voor een bewijs verwijzen we wederom naar [2]. O

3(f(z4)+f(z-)) ¢

(o) »/

F1a. 21: Als de functie f niet continu is, dan is \/% limg 00 ffzﬂ Ff(w)e“?dw

niet gelijk aan f(z_) of f(z), maar aan %(f(x_‘_) + f(z2)).

A

Passen we deze stelling toe op de functie f(z) = e~%*| uit § 4.1.1, dan zien
we dat formule (95) niet alleen geldt voor x # 0, maar ook voor = 0. Er geldt
immers f(0_) = f(04) = 1, zodat het gemiddelde 1(f(0_) + f(04)) ook gelijk
is aan 1. Hoewel f niet differentieerbaar is in z = 0, is ze daar wel links- en
rechtsdifferentieerbaar, met afgeleiden f/(0_) = a en f’(04) = —a. Stelling 4.2

zegt dus dat
1 [ a
1=— ——dw.
77/00(12+w2 “

Opgave 4.1. Kun je deze formule ook zonder Stelling 4.2 afleiden?

In de volgende opgave berekenen we de Fouriergetransformeerde van een
functie die niet continu is.

Opgave 4.2. De functie f: R — Cis gegeven door f(z) =1/2voor -1 <2 <1
en f(z) =0 voor |z| > 1.

a) Schets de functie f(z).

b) Bereken de Fouriergetransformeerde F f(w).

c) Wat is de ontbinding van f(z) in golffuncties e’“* voor x # +17?
d) En wat gebeurt er als © = £17

De volgende stelling zegt dat de Fouriergetransformeerde Ff(w) van een
absoluut integreerbare functie f: R — C altijd continu is, zelfs als f dat niet is.
Bovendien nadert F f(w) tot 0 voor w — £00.

Stelling 4.3 (Riemann-Lebesque). De Fouriergetransformeerde F f (w) van een
absoluut integreerbare functie f is overal continu. Bovendien geldt

lim Ff(w)=0.

w—+oo

Bewijs. Zie [2], Stelling 13.2. O
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Het resultaat dat F f(w) tot nul nadert voor w — oo staat bekend als het
Lemma van Riemann-Lebesque.

Opgave 4.3. Controleer Stelling 4.3 voor de Fouriergetransformeerde die je
gevonden hebt in Opgave 4.2.

Opgave 4.4. De functie f: R — C is gegeven door f(x) = 1 — 2% voor de
waarden —1 <z < 1en f(z) =0 voor |z] > 1.

a) Schets de functie f(z).
b) Bereken de Fouriergetransformeerde F f(w).
c¢) Wat is de ontbinding van f(z) in golffuncties e“?*?

Opgave 4.5. Controleer Stelling 4.3 voor de Fouriergetransformeerde F f die
je gevonden hebt in Opgave 4.4. (Hint: de Taylorexpansies van sin en cos zijn
cos(w) =1 — jw? + Hw! + .., ensin(w) =w — tw® + Zow° +....)

Opmerking 12. In vergelijking (94) staat
/ Ff(w)e“ dw,

terwijl in vergelijking (96) sprake is van

Q

lim Ff(w)e“ dw.

Q=00 J_
Dit is hetzelfde als F f absoluut integreerbaar is, maar in het algemeen is er een
subtiel verschil. De vergelijking ffooo F(w)dw = C impliceert dat féz, F(w)dw
tot C nadert voor Q@ — —oo en ' — oo, ongeacht de manier waarop het
limietproces zich voltrekt. In limg_, oo f?n F(w)dw = C hebben we echter een
koppeling Q = —€’ tussen de boven- en de ondergrens.

4.2 De Stelling van Plancherel

Voor T-periodieke functies geeft de Stelling van Parseval (Stelling 2.4) een relatie
tussen de integraal ffé% |f(z)|?dz en de som Y po
de implicaties hiervan voor absoluut integreerbare functies f: R — C. Omdat
de frequentie w in dit geval continue waarden aan kan nemen, verwachten we
een verband tussen [%_|f(z)[*dz en [7_|Ff(w)[*dw.

Wederom benaderen we f(z) met de T-periodieke functie f7(x) die voor
—T/2 < x < T/2 dezelfde waarden heeft als f(z). De Stelling van Plancherel
geeft dan

lck|?. We onderzoeken

— 00

T/2 o0
[ p@pde =1 3 P (o")

~T/2 k=—o0

Voor T" — oo nadert \/%cg tot Ff(wk), waar de frequentie wy gelijk is aan

wy, = 2rk/T. Het ligt dus voor de hand om 2% |F f(wy)|® te substitueren voor
ek |2. Het rechterlid van (97) wordt daarmee

oo

> TFfl

k=—o0
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In 2% herkennen we nu het verschil Aw = wy1 — wy, tussen twee opeenvolgende

frequenties. In de limiet T' — oo hebben we dus Aw — 0, en

Z |F f(wi)?Aw — /_OO |F f(wy)Pdw .

k=—o00

Al met al verwachten we dus dat [ |f(z)[*dz gelijk is aan [ |F f(w)[*dw.
Dat dit inderdaad het geval is, staat bekend als de Stelling van Plancherel.

Stelling 4.4 (Plancherel). Voor elke absoluut integreerbare functie f: R — C
geldt

| s@par = [ 1FfPa. (98)

Bewijs. Voor een sluitend bewijs, zie Corollarium 19.8 in [2]. O

Opgave 4.6. Voor de functie f(z) = e~/*l hadden we in §4.1.1 de Fourierge-
transformeerde berekend, F f(w) = \/%H-%

a) Bereken [ |f(z)|*dx.
b) Wat is ffooo de? (Hint: gebruik de stelling van Plancherel.)

Opgave 4.7. Pas de Stelling van Plancherel toe op de functie f: R — C van
Gin2
Opgave 4.2. Bereken [7_|f(z)[*dz. Wat is [~ “nw#dw?

Opmerking 13. Voor de Fouriergetransformeerde zijn verschillende conventies
in omloop. In de formule F f(w) = \/% [, f(x)e™™*dx laat men bijvoorbeeld

wel de factor v2m weg, of vervangt die door een factor 2. De Fouriergetrans-
formeerde wordt in dat geval vaak niet met F f(w), maar met f(w) aangeduid.
Hierbij veranderen uiteraard ook allerlei formules, zoals vergelijking (98). In de

regel blijft het verschil beperkt tot een factor 2.

4.3 Eigenschappen van de Fouriertransformatie

Vatten we zowel f: R — C als F: R — C op als vectoren in de inproductruimte
L2(R), dan zegt de Stelling van Plancherel dat

IFI1* = IF 11

De Fouriergetransformeerde is een lineaire operator, in de zin dat F(f + g) =
Ff+ Fgen F(Af) = AFf voor elk complex getal . Volgens de Stelling van
Plancherel behoudt de Fouriertransformatie dus niet alleen optelling en scalaire
vermenigvuldiging, maar ook de norm. Zulke operatoren heten wel unitair of
isometrisch.

Opgave 4.8. Controleer dat de Fouriertransformatie inderdaad optelling en
scalaire vermenigvuldiging respecteert.

Als een functie f absoluut integreerbaar is, en haar Fouriergetransformeerde
F f is dit ook, dan kunnen we van F f weer de Fouriergetransformeerde F(F f) =
F?f berekenen. Het is niet moeilijk te zien dat dit de gespiegelde van de oor-
spronkelijke functie f is.
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Propositie 4.5. Stel dat f en Ff beide absoluut integreerbaar zijn, en dat f
continu en differentieerbaar is in x. Dan is F>f(z) = f(—x).

Bewijs. Als we in de inversieformule

1 > wx
f@) = o= [ Fre)en

van Stelling 4.1 de variabele x vervangen door —w, en de integratievariabele w
door z, dan staat er

1 > —iwxT
f(-w) = E[mff(x)e de .

De rechterkant van deze vergelijking is per definitie de Fouriergetransformeerde
F(Ff)(w) van de functie Ff. We vinden dus f(-w) = F2f(w). O

Tweemaal Fouriertransformeren is dus hetzelfde als spiegelen, en als je een
functie f viermaal Fouriertransformeert, krijg je weer de oude functie terug:

Ff(x) = f(x). 7

F? Ft

]:3

FiG. 22: Het kwadraat van de operator F is de spiegeling F2f(z) = f(—z), en
zijn vierde macht is de identiteitstransformatie 74 f(z) = f().

4.3.1 Even, oneven en reéle functies

Net als bij periodieke functies, heeft de Fouriergetransformeerde F f(w) speciale
eigenschappen als f even, oneven of reéel is.

Propositie 4.6. Voor de Fouriergetransformeerde F f(w) van een absoluut in-
tegreerbare functie f: R — C geldt:

- Als f even is, dan is Ff dat ook, Ff(—w) = Ff(w).
- Als f oneven is, dan is Ff dat ook, Ff(—w) = —=F f(w).

- Als f reéel is, dan is Ff(—w) = F f(w).

Bewijs. Met de substitutie £ = —z zien we dat

Fiw) = = [ s
1 > ~\ ,—WT g5
= E/_Oof(—x)e dz .
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Als f even is, dan is f(—Z) = f(&). De bovenstaande vergelijking wordt dan
1 o -
Ffl—w) = — e " = Ff(w).
flew=—= [ 1@ )
Is f oneven, dan is f(—Z) = —f(Z), en verkrijgen we

Fi(w) = o= [ ~f@)e s = Ff(w).

De Fouriergetransformeerde F f is dus even of oneven al naar gelang f even of
oneven is. Als f reéel is, dan is f(x) = f(x). We hebben dan

i) = [ F@e o= [ fwperis = 7).

Enigszins verrassend is de Fouriergetransformeerde F f(w) dus niet noodzake-
lijkerwijze reéel als de functie f reéel is. O

4.3.2 Fouriertransformatie en goniometrische functies

Net als bij periodieke functies kan de Fouriertransformatie beschreven worden in
termen van de golven C,,(z) = cos(wzx) en S, (x) = sin(wz), waar de frequentie
w loopt van 0 tot co. Hiervoor schrijven we de Fourier inversieformule als

\/%77 /_O; Ff(w) cos(wx) + \/%771' /_Z F f(w) sin(wz) .

We splitsen de integraal van —oo tot oo in een integraal van —oo tot 0 en een
integraal van 0 tot co. De integraal van —oco tot 0 zetten we om in een integraal
van 0 tot oo met behulp van de substitutie Z = —z. Omdat cos(—wZ) = cos(w)
en sin(—wx) = — sin(wx), verkrijgen we dan

f(z)

1 o0
= I | @)+ Frcw) costun)
o | Fre) = Frcw)sinen).
In termen van

1 1 o0
o) 1= 5 (FF @)+ Ff () = <= / @) cos(uwa)ir

) i= 5 (FFw) = (=) = = [ fla)sinwa)da

hebben we dus

fx) = \/E/OOO a(w) cos(wx)dw + \/3/000 b(w) sin(wz)dw .

We hebben dus het volgende resultaat gevonden, waarmee een functie f(x)
uitgedrukt kan worden in termen van de golven cos(wz) en sin(wx).

72



Stelling 4.7. Stel dat f: R — C absoluut integreerbaar is, en continu en diffe-
rentieerbaar in x. Dan is

\[/ c%w@%¢u/ W) sin(wa)dw,  (99)

waar a(w) en b(w) gegeven zijn door

awzzgﬂw+ﬂ( )cos(wa)dz,  (100)

\/27r / fle
b(w) = % (Fflw)—Ff(-w)) = E [m f(z)sin(wz)dx.  (101)

Opgave 4.9. De functie f: R — C is gegeven door f(xz) = 0 voor « < 0, en

f(z) = e % voor x > 0.

Schets de grafiek van f.

a

)
b) Bereken de Fouriergetransformeerde F f(w).
)

c¢) Laat zien dat
> cos(cw T > wsin(cw T
/ 5 ( gdw = —¢e % en / %dw = —e %,
0o a°+w 2a o @°+w 2

(Hint: bekijk (99) voor f(c) en f(—c).) Dit zijn de integralen van Laplace.

4.3.3 Translatie en schaling

De translatie f,: R — C van een functie f: R — C wordt gegeven door f,(z) =
f(x —a). De grafiek van f, is met een hoeveelheid a naar rechts verschoven ten
opzichte van de grafiek van f.

F1G. 23: Grafiek van de functie f(x) en haar translatie fq(z) = f(x — a).
Propositie 4.8 (Translatie). De Fouriergetransformeerde van de functie f,(x) =

flx—a) is 4
Ffolw) =e " Ff(w). (102)
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Bewijs. Omdat f,(x) = « — a, levert de substitutie T = x — a het resultaat

1 > )
Ffolw) = —/ r—a)e “Tdx
) = = [ se-a

1 > o=

— 5 eflw:l)*lwa d%’

=/ 1@

1 e o

= e F)e T i

=/ 1@
Dit laatste is gelijk aan e "o F f(w). O

Opgave 4.10. Bij deze opgave kun je gebruiken dat ffooo e~ 2dx = \/2m.

a) Bereken de Fouriergetransformeerde F f(w) van de functie f(x) = e=2/2,
(Hint: substitueer & = x + iw.)

b) Bereken de Fouriergetransformeerde F f,,(w) van f,(z) = e=(@=m?/2, (Hint:
substitueer & = x — p.)

c) Bereken de Fouriergetransformeerde F f, ,(w) van f, »(z) = e=(@=m?/(20%),
(Hint: substitueer & = (z — u)/o.)

d) Wat is dus de Fouriergetransformeerde van de gaussische kansdichtheid

L —sha—np?
e 202\
V2o

pu,a(‘r) =

met gemiddelde i en standaarddeviatie o?

De geschaalde functie f,(x) = f(z/0o) van f: R — C is o maal zo wijd als f.

Mfﬂ(x)

F1c. 24: Grafiek van de functie f(z) en haar schaling f,(z) = f(z/0) met o = 2.

Propositie 4.9 (Schaling). De Fouriergetransformeerde van de geschaalde func-
tie fy(x) = f(x/0) is gelijk aan F fo(w) = oF f(ow).

Opgave 4.11. Bewijs de bovenstaande propositie. (Hint: gebruik de substitutie
Z=xajo.)
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4.3.4 Differentiatie

Differentiéren we de uitdrukking f(z) = \/%7 ffo f(w)e™®dw links en rechts

naar z, dan vinden we de ontbinding van f(z) in golven e*®,

\/T / iwF f(w)e™“ dw.
T

Vergelijken we dit met de inversieformule

@)= o= [ FED@eE

voor de afgeleide van f, dan zien we dat
F(Lf)(w) = iwF f(w). (103)

Met behulp van partiéle integratie kunnen we deze formule ook afleiden in het
(iets algemenere) geval dat de functie f een primitieve is van f’.

Stelling 4.10. Stel dat de functies f(x) en f'(z) beide absoluut integreerbaar
zign, en dat f(x) een primitieve is van f'(x). Dan is

Ff'(w) =iwFf(w). (104)

Bewijs. Met partiéle integratie zien we dat

Frw = o= [ r@ed
1

—iwx] X . 1
= \/—Z?[f(x)e ]7oo+zwm

Bij de laatste stap hebben we gebruikt dat F f(w) = \/% 75, fl@)e™™“da, en

dat?® lim, 4+ f(z) = 0. O

/OO f(x)e ™ de = iwF f(w).

Opgave 4.12. Geef een derde bewijs door (102) naar a te differentiéren in
a=0.

Differentiéren we de uitdrukking F f (w) = \/%7 [, f(z)e™ links en rechts

naar w, dan vinden we

aoFf(w

—izf(z)e ™ dr.

-l

Voor de Fouriergetransformeerde F(xf)(w) = \/% 7 af(z)e”™*dx vinden
we dus

Flaf)w) =i Ff(w).

Met iets meer moeite kan men de volgende stelling bewijzen.

3De limiet limgz 00 f(z) bestaat omdat f’ integreerbaar is, en limgy_—oo f(z) = f(0) +
fo ’(z)dz. Hij moet dan wel nul zijn, anders was f niet absoluut integreerbaar.
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Stelling 4.11. Als de functies f(x) en xf(x) absoluut integreerbaar zijn, dan
is Ff(w) differentieerbaar, en

Flaf)(w) =igsFf(w). (105)
Bewijs. Zie Stelling 13.5 in [2]. O

Samenvattend hebben we de volgende relaties gevonden tussen Fouriertransfor-
matie en differentiatie:

FlENW) = iwFf(w) (106)
Flaf)lw) = iLtFflw). (107)

Door deze herhaald toe te passen verkrijgen we

Fli=Hw) = (iw)"Ff(w), (108)
F"f)w) = (i5)"Fflw), (109)

onder aanname dat alle relevante functies absoluut integreerbaar zijn.

Opgave 4,13. We hebben reeds gezien dat de Fouriergetransformeerde van
fl@)y=e""* /2 gelijk is aan Ff(w) =e™¥ /2.

a) Wat is de Fouriergetransformeerde van f(z) = ze=7"/2? En van f (z) =
2%e=%"/27 En van f(z) = 3¢ /27

b) Wat is de Fouriergetransformeerde van f(z) = —ze~*"/2? En van flz) =

(22 — 1)e=*"/2? En van f(z) = (—23 + 3z)e~*"/2? (Dit zijn de eerste,
tweede en derde afgeleide van f(x) = 6’12/2.)

4.4 Differentiaaloperatoren met constante coéfficiénten

We bekijken de differentiaalvergelijking

0 o

5 ft@) = (ana?—&-...—i-alé%—l-ao)ft(x) (110)

voor een functie fi: R — C met beginvoorwaarde fi(x) = fo(x) op ¢t = 0. In
tegenstelling tot de situatie in § 3.5 bekijken we nu functies die niet T-periodiek
in x zijn.

We schrijven (110) als

Sh=I), fmo=fo

voor de lineaire differentiaaloperator
U2

L(f)(z) = (an% —|—...+a1% +a0)f(x).

De eigenvectoren van L zijn de golven e’“*. We hebben immers

L(e™“7) = (ap(iw)™ + ... + a1 (iw) + ag)e™®
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dus L(e™“?) = \(w)e™* met eigenwaarde

AMw) = (an(iw)” + ... + a1(iw) + ag) . (111)

De oplossing van (110) met beginvoorwaarde fy(z) = e™® wordt dus gegeven

door fi(x) = e}Witegiwt,
Met behulp van de inversiestelling van Fourier kunnen we nu de functie fo(z)
schrijven als een combinatie van golven e'“?,

1 o wxT
fole) = o= /  Fhw)eds. (112)

Omdat de differentiaalvergelijking lineair is, en de beginvoorwaarde e™* oplos-
sing eM@)teiwt goeft, verwachten we dat de oplossing f:(x) met beginvoorwaarde

(112) gegeven wordt door

fulw) = V% [ T F @)@y, (113)

met A(w) als in (111). Vergelijken we dit met

fi(x) = \/%/7 ]-'ft(w)ei‘”dw,

dan zien we dat de Fouriergetransformeerde F f;(w) van de oplossing f;(z) gelijk
is aan e F fo(w).

Hierbij is enige voorzichtigheid geboden. In (112) staat immers geen som
over de golven met verschillende frequenties, maar een integraal, en dan nog wel
een integraal die van —oo tot oo loopt. Redeneren alsof dit een eindige lineaire
combinatie van golven is, is dus zonder meer riskant. Niettemin blijkt (113)
inderdaad de oplossing met beginvoorwaarde fo(x) te zijn, mits || < 1
voor alle t > 0. (Zonder deze voorwaarde kan het zelfs zijn dat de integraal
(113) iiberhaupt niet convergeert.) Omdat |eM«)t| = e~Re(Aw“)t hebben we dus
nodig dat Re(A(w)) < 0 voor alle frequenties w.
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5 Inhomogene lineaire differentiaalvergelijkingen

De lineaire, inhomogene differentiaalvergelijking in één variabele is
4o(t) = Ax(t) + f(t), (114)

waar A\ een vaste constante is, en f(t) een voorgeschreven functie van .
Om de oplossing z(t) met beginvoorwaarde x(0) = zo te vinden, merken we
op dat de homogene differentiaalvergelijking

4 3(t) = A2 (t)

die ontstaat door f(t) weg te laten, de oplossing #(t) = Zoe’ heeft. Als oplossing
voor (114) proberen we daarom de ansatz

a(t) = y(t)e (115)

waar y(t) een nog nader te bepalen functie van ¢ is. Merk op dat z(t) en y(t)
dezelfde beginvoorwaarden hebben, 2(0) = y(0). Als x(¢) aan de inhomogene
vergelijking (114) voldoet, dan zien we met de kettingregel dat y(t) = x(t)e ™
voldoet aan

dy(t) = (Ga(®)e™ +a(t)de™
= () + F)e™ — Aa(r)e™
= f(t)e—)\t.

Dit gaat de goede kant op, de factor y(t) komt niet meer voor aan de rechterkant.
Met y(0) = x(0) = z¢ krijgen we dus

y(t) = xg —|—/0 f(r)e dr.

Vullen we dit in in onze ansatz (115), dan vinden we

t t
x(t) = zoeM + e)‘t/ f(T)e_/\TdT = zoe™ + / f(T)e’\(t_T)dT.
0 0

Samenvattend hebben we dus de volgende oplossing van ons probleem.

Propositie 5.1. De oplossing x(t) van de inhomogene lineaire differentiaalver-
geligking (114) met beginvoorwaarde xq is

x(t) = zoe™ + /t f(T)e)\(t_T)dT. (116)
0

Opmerking 14. In de praktijk is de ansatz (115) vaak makkelijker toe te passen
dan het kant-en-klare resultaat (116).

5.1 Inhomogene vergelijkingen in een vectorruimte V'

Als V een inproductruimte is, met een lineaire operator L: V — V en een voor-
geschreven vectorwaardige functie f(t), dan luidt de bijbehorende inhomogene
lineaire differentiaalvergelijking

d . -

%v(t) = L(J(t)) + f(¢). (117)
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We willen deze oplossen met beginvoorwaarde ¢(t = 0) = 0.

Net als bij de homogene lineaire differentiaalvergelijking gebruiken we de
eigenwaarden en eigenvectoren van L om dit probleem terug te voeren tot de
lineaire, inhomogene differentiaalvergelijking in één variabele, die we zojuist
opgelost hebben.

Stel dat b een basis van eigenvectoren voor L is, bij eigenwaarde A,. We
ontbinden dan zowel #(t) als f(t) in de eigenvectoren by,. Dit levert

N -
i) = D calt)bn (118)

N
&) = > fal)bn, (119)

met basiscoéfficiénten ¢, (t) voor #(t) en f,,(t) voor f(t).
Vullen we deze basisontbinding in in vergelijking (117), dan vinden we

d N . N . .
o > en(t)bn =L (Z cn(t)bn> + Z Fa(t)by, -
n=1 n=1 n=1

—

Gebruiken we de lineariteit van L en de eigenwaardevergelijking L(gn) = A\ubn,
dan wordt dit

N N
Z(%cn(t))gn:Z)\ncn +an by,
n=1

n=1

ofwel
N

>~ (enlt) = Anea(t) = £u(0)) B = 0.

n=1
We vinden dus voor ieder van de basiscoéfficiénten ¢, () de lineaire inhomogene
differentiaalvergelijking

%Cn(t) = Ancn(t) + falt), (120)

waar de beginvoorwaarden 2 = ¢, (0) gegeven worden door de ontbinding
N
— 071
Uy = E Cnbn
n=1
van de beginvoorwaarde ¥ in eigenvectoren b,,. De basiscoéfficiénten c,,(t) van

¥(t) worden dus gegeven door de oplossing van (120) met beginvoorwaarde ¢ .

Propositie 5.2. Stel dat L een basis l_;n van eigenvectoren heeft, met eigen-
waarde \,. Als de beginvoorwaarde ¥y basiscoéfficiénten ¢, heeft, en f(t) heeft
basiscoéfficienten fy,(t), dan kan de oplossing U(t) van de inhomogene lineaire
vergelijking

d . -
2 0(t) = L)) + f(1) (121)

geschreven worden als 0(t) = ZTIY_I n(t)by, met basiscoéfficiénten

cn(t) = et 4 /fn An(t=7) 7| (122)

79



5.2 Een vervalproces met bron

We keren terug naar de situatie in §3.3.2, waar een verbinding A in B vervalt,
die op haar beurt weer in C' vervalt,

A ey p Ry o

We nemen nu echter aan dat er een bron is, die elke seconde J mol/l van stof
A produceert, ongeacht de concentraties van A, B en C. Dit verandert de
vergelijking voor de concentraties van de drie stoffen [A];, [B]; en [C]; van een
homogene in een inhomogene differentiaalvergelijking. In plaats van (66) vinden
we nu

a (1Al ~kapy 0 0 [Als J
% [B]t = kab *kbc 0] - [B]t +10
[C): 0 kpe O [C]: 0

We schrijven dit wat compacter als

d B .
ﬁv(t) =A-0t)+ f, (123)

waar de matrix A en de vectoren ¥(t) en f gegeven worden door

—kap 0 0 [A]: = J
A= kab _kbc 0 B 6(t) - [B]t ) f = 0
0 kbe O [Cl: 0

Beginnen we met [A]g = a en [B]y = [C]p = 0, dan is de beginvoorwaarde
a
Go=|[Blo|=1[0
0

Vanwege de extra term f is (123) een inhomogene lineaire differentiaalver-
gelijking. Om haar op te lossen passen we de methode van § 5.1 toe. Als eerste
stap zoeken we een basis van eigenvectoren van A. Deze hadden we in §3.3.2
reeds gevonden. Onder aanname dat kp. # kqp zijn de eigenwaarden

A= 07 A2 = _kabv en )\3 = _kbca

met bijbehorende eigenvectoren

. 0 . kbc - kab . 0
1= 0 y b2 = kab s en bg = 1 . (124)
1 —kpe ~1

—

In ons geval hangt de vectorwaardige functie f(¢) niet van de tijd af, hetgeen de

berekeningen enigszins vergemakkelijkt. De ontbinding van f in eigenvectoren
is f = fibi + faba + f3b3, met

J —Jkap

fl ) f2 kbc — kaby f3 kbc — kab
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Ontbinden we (t) = ¢1(£)by + ca(t)ba + ¢3(t)bs in eigenvectoren, dan vinden we
voor de basiscoéfficiénten ¢;(t), c2(t) en c3(t) de differentiaalvergelijking

%Cl (t) = J

i02 (t) = —k‘abCQ(t) =+ #

dt kbc - kab
Jkab

%63 (t) = —kbccg(t) — m .

De beginvoorwaarden vinden we door 7y te ontbinden in eigenvectoren, vy =
b1 + 9by + b3 met

—akap
kbc - kab )

0 0 a

0
Ci=a Cy = —— Cq =
! ’ 2 kbc_kab’ 3

Dit zijn drie ongekoppelde inhomogene differentiaalvergelijkingen. Met Propo-
sitie 5.2 vinden we de oplossing

t
alt) = c?+/0 frdr (125)

t
ca(t) cge_k“bt—l—/ fge_k“b(t_T)dT
0

t
es(t) = cgefkbct-i-/ fae Feet=T) qr |
0

Omdat f1, fo en f3 in dit geval niet van de tijd afhangen, kunnen we de inte-
gralen relatief eenvoudig oplossen. We vinden

(&) (t) = a+ Jt )
e Y S A AR
2 (t> kbc - kabe + kab(kbc - kab) ( ¢ ) ’
_akab —kyot Jkab —kyot
t — bel _ 1— bel)
63( ) kbc - kab ¢ kbc(kbc - kab) ( ¢ )

Ten slotte gebruiken we 7(t) = ¢1(t)by + c2(£)by + cs(t)bs met de eigenvectoren
b1, by en by van vergelijking (124) om de oplossing 9(t) = ([A], [Bl:, [C]t) te
vinden. Uitgeschreven in codrdinaten levert dit

Aly = (kpe — kap)ea(t),

[Ble = kapca(t) + cs(t),
[Cl: = ci(t) — kpeca(t) —cs(t),
en dus
J J
A _ v v —kapt
[ ]t kab + (a} kab) ¢
J ak:ab — J koot Jk‘ab — akabkbc ket
B _ _|_ L ab + - " e be
[ ]t kbc kbc - kab kbc(kbc - kab)
J J Jk‘bc — akabk‘bc kot akabkbc — Jk’ab —kpot
Cli=a— - — o Jt 4 ove — Wablhe —poyt  OfabTbe 7 “Hab ket
[ ]t kbc kab kab(kbc - kab) kbc(kbc - kab)

De totale hoeveelheid neemt dus toe als [A];+[B];+[C]: = a+Jt, zoals verwacht.
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Opmerking 15. Als de bron een tijdsathankelijke hoeveelheid J(t) van stof A
afgeeft werkt deze strategie nog steeds. Het enige verschil is dat

J _Jka
A =I0), B = 220 ) =

nu tijdsathankelijk zijn, zodat ze in (125) niet buiten de integraal gehaald kun-
nen worden.

F1G. 25: De concentraties [A];, [B]: en [C]; als functie van de tijd.

5.3 De warmtevergelijking

Een van de eerste toepassingen van de Fouriertheorie, en wellicht de belangrijke
reden voor Joseph Fourier om deze iiberhaupt te ontwikkelen, is het oplossen
van de warmtevergelijking

Dit is een differentiaalvergelijking die uitdrukt hoe de temperatuur T'(t, )
van een materiaal verandert als functie van de tijd ¢ en positie x. We leiden deze
af voor een object waarvan de temperatuur alleen in de z-richting variéert. We
onderzoeken hiertoe de warmtehuishouding van een plak materiaal met dikte
Az en doorsnede A.

AQuit
T(t,z + Ax)

A

T(t,x)
F1G. 26: Warmtestromen in een plak materiaal met dikte Az en doorsnede met

oppervlakte A. De codrdinaat z is in de verticale richting aangegeven.

De warmte AQ;, die gedurende het tijdsinterval At bij x dit plakje binnen-
stroomt, is evenredig met de oppervlakte A en tijdsduur A¢t. Omdat warmte
van warm naar koud stroomt, is AQji, ook evenredig met de tegengestelde van
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de temperatuurgradiént a%T(Lx). Noemen we de evenredigheidsconstante x
(de geleidingscoéfficiént), dan vinden we

AQin = —KAE A%T(t,x).

Op dezelfde wijze zien we dat de warmte die bij z + Ax het plakje uitstroomt,
gelijk is aan
AQur = —KkAL A%T(t, x4+ Ax).

Voor kleine waarden van Az gebruiken we de benadering f(z + Az) ~ f(z) +
Az - %f(x). Met f(x) = %T(t,x) levert dit

AQuit =~ —kAL A (%T(t,x) + Ascaa—;T(t,x)) :

Als er geen warmte van buiten het materiaal in of uitstroomt, is de totale warmte
AQ die gedurende het interval At het plakje binnenstroomt, gelijk aan

AQ = AQin — AQuiy ~ kAZAL A 2T (1, ). (126)

De hoeveelheid energie die nodig is om een temperatuurverandering AT te
bewerkstelligen, is evenredig met AT, maar ook met de massa m van het plakje.
De evenredigheidsconstante ¢ heet de soortelijke warmte van het materiaal,

AQ = emAT. (127)

De massa is m = pAAz, waar p de soortelijke dichtheid is. Combineren we dit
met (127), dan vinden we

AQ = cpAx AAT (128)

voor de temperatuurverandering AT veroorzaakt door de toegestroomde warmte
AQ. Vergelijken we nu de toegestroomde warmte (126) met de warmte (128)
die nodig is om een temperatuurverandering AT te veroorzaken, dan vinden we

AT k02
At~ cpOx?
In de limiet voor kleine At en Ax levert dit de warmtevergelijking

0 Kk 02

T(x,t).

——T(t,z). 129
= SaT(t) (120)
We concluderen dat de temperatuur T'(¢,2) van een geisoleerd materiaal met
geleidingscoéfficiént k, warmtecapaciteit ¢ en soortelijke dichtheid p voldoet aan
de homogene, lineaire warmtevergelijking (129).

Opmerking 16. De balans verandert als een externe warmtebron J (¢, x) Watt
per kubieke meter warmte toevoegt op plaats z. De warmtetoevoer AQ die
gedurende At in de plak materiaal met volume AAx plaats vindt, neemt dan
toe met J(t,x)AAzAt. Vergelijking (126) voor de warmtetoevoer wordt dan

AQ ~ (maa—;T(t,x) + J(t, x))AAmAt.

Passen we nu de balansvergelijking (128) toe, dan vinden we de inhomogene
lineaire warmtevergelijking

2
9 ey = = 2

1
= T(tw)+ (). (130)

cp 02
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5.3.1 Oplossingen voor een cirkelvormige draad

We bekijken de warmtevergelijking voor een cirkelvormige draad met straal R
en omtrek L = 2w R. De temperatuur T'(¢,z) is dan L-periodiek in x.

Geisoleerd systeem Om te beginnen bekijken we de warmtevergelijking (129)
voor een geisoleerd systeem. Omdat (129) een lineaire differentiaalvergelijking
met constante coéfliciénten is, gebruiken we de oplossingsmethode van § 3.5. Om
te beginnen ontbinden we T'(¢,z) in golven met frequentie wy = 2Lk = k/R,

N
T(t,z) = lim cp(t)e™r®
N—o00
k=—N
De Fouriercoéfficiénten ¢ (t) van T(¢,z) veronderstellen we bekend op t = 0.
7ij worden immers gegeven door

A = —/ To(x)e " “**dx , (131)
L) 1)

waar Tp(z) de temperatuurverdeling van de draad op tijdstip ¢ = 0 is. Als we

ons geen zorgen maken? over het verwisselen van limieten en afgeleiden, vinden
we

0 ,
— 3 WX
—8tT(t, x) ]\}1_r>r(1>o k:E (—ck(t))e (132)
K 02 al ( K o

v _ . v W T
” 5z () Jim k; prkck(t)> T (133)

Uit de warmtevergelijking %T(t,x) = &%T(t, x) volgt dus dat
d K
cr(t) = *&Wick(t) : (134)

waar de beginvoorwaarde c(0) = ¢ met vergelijking (131) volgt uit de warm-

teverdeling T'(0, ) op t = 0. De oplossing is
cr(t) = e_ﬁ‘”itcg ,

zodat de warmteverdeling T'(¢, z) op tijdstip ¢ gegeven wordt door

N—oc0

N
T(t,x) = lim Z cgefﬁwiteiww (135)
k=—N

met wy, = 22k = k/R.

Opgave 5.1. Los de warmtevergelijking op voor een geisoleerde, cirkelvormige
draad van lengte L = 27 R, die op tijdstip ¢ = 0 de temperatuurverdeling
To(z) = cos(z/R) heeft.

4Deze aan roekeloosheid grenzende zorgeloosheid wordt gerechtvaardigd door het feit dat

de eigenwaarden A\ = —iwi van de relevante differentiaaloperator alle niet-positief zijn.

Hierdoor ontstaan er geen convergentieproblemen in (135), cf. § 3.5.
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t=3to

F1G.27: Temperatuurprofiel (verticaal) in de loop van de tijd: de warmte ver-
deelt zich gelijkmatig over de cirkelvormige draad.

Systeem met warmtetoevoer Als een externe warmtebron een vermogen
J(t, z) per kubieke meter aan het systeem toevoegt, is de de inhomogene lineaire
warmtevergelijking (135) van toepassing. Om deze op te lossen, ontbinden we
het vermogen J(t,z) in golven ¢**® met amplitude Ji(¢) met behulp van de
Fouriertransformatie,

N

1 wgt

J(t,x) = lim PG (136)

k=—N
met

1 L2 .

To(t) = = / T(t,x)e e da (137)
LJ rp

De differentiaalvergelijking 2-7'(t, z) = g;’—;T(t, )+ 5 J (t,x) met (132), (133)
en (136) geeft nu in plaats van (134) de vergelijking

d K o 1
—cp(t) = —— t)+ —Ji(?). 138
dtck( ) prkck( )+ p” k(1) (138)
Passen we Propositie 5.1 toe met A = —2 en f(t) = C—lka(t), dan vinden we
0 —Lwit 1 ! £ 2 (r—t)
ck(t) = cpe” ookt + — [ Ji(1)ecrk . (139)

P Jo

We vinden het temperatuurprofiel op tijdstip ¢ dan met de inversiestelling van
Fourier, T(t,z) = limy_ 0o Efc\’:d\f cx(t)ei .

Opgave 5.2. Vergelijking (138) vereenvoudigt aanmerkelijk als het toegevoerde
vermogen J(z) tijdsonafhankelijk is. Als ¢ de Fouriercoéfficiénten van T'(0, z)
zijn, en Jy de Fouriercoéfficiénten van J(z), laat dan zien dat T'(¢,z) gegeven

wordt door
N

T(t,z) = A}gnoo cp(t)etwr®
k=—N

met
voor k =0, en

voor k # 0.
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Opgave 5.3. Los de warmtevergelijking op voor een cirkelvormige draad van
lengte L = 2w R, die op tijdstip ¢ = 0 een constante temperatuurverdeling
To(x) = Tp heeft, en waaraan een (tijdsonafhankelijk) vermogen J(z) = cos(z/R)
per kubieke meter wordt toegevoerd. (Hint: gebruik opgave 5.2).

5.4 Oplossingen voor een oneindig lange draad

We bekijken de warmtevergelijking voor een oneindig lange draad, die voor
r — oo de temperatuur nul aanneemt.

Geisoleerd systeem Om te beginnen bekijken we de situatie zonder warmte-
toevoer. De warmtevergelijking (129) is dan een lineaire differentiaalvergelijking
met, constante coéfficiénten, zodat we de oplossingsmethode van § 4.4 kunnen
gebruiken.

We ontbinden dus het temperatuurprofiel T'(¢, z) in golven e
tie w en amplitude \/%]:Tt (w),

W met frequen-

1 > .
Tt x)=— FTi(w)e?dw . 140
(the)= o= [ FT(w) (140
Halen we zorgeloos® de afgeleiden door het integraalteken, dan vinden we
0 1 <9 ,
—T(t,x) = ]-"T Tdw 141
2T (,0) 7w/ e (141)
n 0" T(t,z) / 2FT(w) ) e7d (142)
— x) = f—w e*“dw .
cpOx2” Y Vor ¢
De warmtevergelijking %T (t,z) = & 59@2 T(t,z) geeft voor de Fouriergetrans-

formeerde FTi(w) dus de differentlaalvergelljklng
d K o
%J:Tt(w) = —&w FTi(w).

De beginvoorwaarde FTp(w) is gegeven door de Fouriergetransformeerde van
het temperatuurprofiel Ty (x) op tijdstip 0,

fT() \/7 / TO _wa dx .

De oplossing is snel gevonden:
FTy(w) = e e ' FTp(w) . (143)

Als het temperatuurprofiel Tp(x) op tijdstip t = 0 Fouriergetransformeerde
FTo(w) heeft, dan wordt het temperatuurprofiel T'(¢,x) op tijdstip ¢ dus ge-
geven door

T(t,x) ~ 5 F T (w) et | (144)

Als we deze integraal kunnen ultvoeren, hebben we dus de warmtevergelijking
opgelost.

5De eigenwaarden \(w) = —i zijn negatief, zodat in (144) geen convergentieproblemen
ontstaan.
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Opgave 5.4. Stel dat de temperatuur To(z) op ¢ = 0 een gaussische verdeling
heeft met een maximum op z = 0 en breedte o, dus

1 1
To(z) = em2(@/0)"
oV2m
a) Laat zien dat de Fouriergetransformeerde F1j(w) van de beginverdeling
gelijk is aan FTp(w) = ﬁe*%ff"wz. (Hint: zie opgave 4.10.)
2

b) Wat is FT;(w)? Laat zien dat dit te schrijven valt als \/%e—%ofw , en

geef de variantie o7 als functie van t.

c¢) Wat is het temperatuurprofiel T'(¢,x) op tijdstip ¢? Laat zien dat dit
inderdaad een oplossing van de warmtevergelijking is.

Het resultaat van deze opgave is de moeite om te onthouden:

Propositie 5.3. Stel dat het temperatuurprofiel T(t,x) op tijdstip t = 0 een

gaussische verdeling is met variantie o2,

1 1
To(z) = . 27Te_§($/")2.

Dan is de oplossing T(t,x) van de warmtevergelijking %T(t,x) = %BB—;T(t, x)
op tigdstip t > 0 nog immer gaussisch verdeeld, en de variantie

2 24 2
op =0 —l—cpt

groeit lineair met de tijd.

F1G. 28: Grafiek van T'(¢,x) voor t =0, t = tg en t = 2t.

Systeem met warmtetoevoer Als een externe warmtebron een vermogen
J(t,x) per kubieke meter aan het systeem toevoegt, dan is het temperatuurpro-
fiel T'(t,x) een oplossing van de inhomogene lineaire warmtevergelijking

0 K 02 1
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Om deze op te lossen, ontbinden we het vermogen J(t,x) in golven ™ met
amplitude \/%]:Jt(w)7

J(t,x) = \/% /_00 FJi(z)e™"dw . (146)

Combineren we (141), (142) en (146) met de inhomogene warmtevergelijking
(145), dan vinden we

d K o 1
&}"Tt(w) = 7gw ]:Tt((U) + &]—"Jt(w) .

Deze vergelijking hebben we opgelost in Propositie 5.1. Met A = f%wz en
fi) = &]—" Ji(w) vinden we de Fouriergetransformeerde
. I 5
FTy(w) = e & FTy(w) + — / F (e D47 (147)
P Jo

van T'(t,z) in termen van de Fouriergetransformeerden van Ty (z) en J (¢, x), die
we beide bekend veronderstellen.

Opgave 5.5. Stel dat het toegevoegde vermogen J(x) tijdsonafthankelijk is.
Laat zien dat FT;(w) voldoet aan

_ K ,2 .FJ(W) _ k2
_ i t o roried t
FL(w) =e Fly(w) + = (1 e ) (148)

voor w # 0, en aan

FT,(0) = FT,(0) + t (149)

voor w = 0.

Weten we eenmaal de Fouriergetransformeerde FT;(w) uit vergelijking (147
of (148), dan vinden we het temperatuurprofiel T'(¢, ) door de integraal T'(¢,x) =
\/% [75, FTy(w)e'! uit te voeren.

Opgave 5.6. Stel dat de draad op ¢ = 0 temperatuur nul heeft, To(z) = 0. Het

toegevoegde vermogen J(x) is tijdsonafhankelijk, en gaussisch verdeeld rond 0

met variantie o2,

1 1 2
J(x) = e~ z(@/0)"
(z) oV 2w

a) Laat zien dat FJ(w) = %6_%02“’2. (Hint: zie opgave 4.10.)

b) Laat zien dat

1
FTi(w) =
t(w) \/% ng

met 02 = o2 + i—gt.
¢) Laat zien dat de functie

LI 1E72% NS S (%

9:() = oV 2T oV 2T
voldoet aan Fg;(w) = —kw? FTy(w).
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d) Laat zien dat T'(¢,x) voldoet aan ﬁaa—;T(t,x) = g:(x).

e) Laat zien dat het temperatuurprofiel op tijdstip ¢ gegeven wordt door

T(t,z) = n/m /y L em2(z/o0)” _ ! eié(z/”)2dzdy.
—00 J —00 Ut\/277 O'\/27T

f) We definiéren de errorfunctie E(x) := \/%7 I e~ 28" d¢, en schrijven haar

integraal als Ey(z) := [*_ E(£)d¢. Laat zien dat

T(t,x) = oyFa(x/or) — cEa(x/0),

2 _ 2 2k
met o;f =0 —|—Cpt.

5.5 convolutie en j-functies

Stel dat de draad op tijdstip t = 0 temperatuur 7" = 0 heeft, behalve een klein
stukje y —e < z < y+ ¢ van de draad rond het punt y. Daar is de temperatuur
To. De totale hoeveelheid warmte-energie is dan Q = ¢mTy, met m de massa
m = pV = 2epA. We kunnen dus de temperatuur 7j uitdrukken in de totale
warmte-energie @ als
Q 1 B
cpA2e 2’
waar B de constante B = Q/cpA is. Het temperatuurprofiel op ¢ = 0 is dus

gegeven door Ty(z) = £ voor |z —y| < g, en Ty(z) = 0 voor |z — y| > e.

To

T[)(QZ)
€3

€2

€1

F1G.29: Temperatuurprofiel Tp(z) op tijdstip ¢ = 0, voor drie verschillende
waarden €1 > €2 > £3 van €.

Om het temperatuurprofiel op tijdstip ¢ te vinden, berekenen we eerst de
Fouriergetransformeerde F7T(w) van het temperatuurprofiel op tijdstip 0. Voor
w # 0 vinden we

1 /ers Ee—iwmdx _ 1 25 {e‘i‘“]yJrs B sin(ew)e_iyw_
€

FTi = — -
o(w) V2 Jy—e 2e V2 —iw

Met (143) zien we dan dat




We kunnen nu 7;(z) bepalen met de Fourier inversieformule,

B [ si at, 2
Ti(z) = / Mefﬁw @@V dy (150)
— 00

T or cw

Vanwege de factor i is deze integraal niet eenvoudig expliciet uit te reke-
nen. We nemen daarom de limiet ¢ — 0. Dit betekent fysisch dat we steeds
kleinere stukjes draad een steeds hogere temperatuur geven, zodanig dat de to-
tale hoeveelheid energie in de draad gelijk blijft (dit is de oppervlakte van de
grafieken in Figuur 29).

We vinden dan lim, g % = lim,, o # = %|0 sin(u) = 1, zodat
. B st
i FTuw) = o=e o™ e, (151)
en
. B ° _mt,2 (z—v)
lim 73 (z) = —/ e e T du (152)
el0 27 0
Deze integraal is beter uit te rekenen. De substitutie & = oyw — i(x — y)/o: met
2kt
o2 =
cp

(vergelijk opgave 4.10) levert

/ e—%;ﬁewu—y)dw:/ =30 =3 (=)0 g5 ) = V2T ~3 ()"

oo oo t

We vinden dus

lm Ty (2) = —2— et (552)’ (153)
el0 ! \V2moy

Beginnen we op ¢ = 0 met een hoeveelheid energie ) geconcentreerd in het punt

x =y, dan is het temperatuurprofiel T;(z) op tijdstip ¢ dus gaussisch verdeeld

met gemiddelde y en variantie o7 = %' De amplitude is B = chA'

5.5.1 De Dirac §-functie

Een snellere manier om tot het resultaat (153) te komen, is door gebruik te ma-
ken van zogenaamde Dirac d-functie. Stel dat ¢, (x) een functie is die bijna overal
nul is, 8, (z) = 0 voor x # y, maar die wel integraal 1 heeft, [*_d,(z) = 1.

6y (@)

F1G. 30: De d-functie §,(x), geconcentreerd in het punt = = y.
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De temperatuurverdeling Tp(z) van figuur 29 heeft voor iedere waarde van €

de integraal B = Cp%. De temperatuurverdeling op ¢ = 0 in de limiet € — 0

wordt daarom beschreven met Ty(x) = Béy(x).

BS,(x)
€3

€2

€1

F1a. 31: De limiet voor € — 0 van de temperatuurverdeling is Tp(z) = By ().

Om op een verantwoorde manier met J-functies om te gaan, heeft men de
theorie van distributies uitgevonden. We zullen hier een aantal eigenschappen
van J-functies bespreken die ons verder helpen met het oplossen van differenti-
aalvergelijkingen, en de achterliggende theorie van distributies verder laten voor
wat zij is.

Omdat d,(x) geconcentreerd is in het punt = = y, geldt voor elke (gladde)
functie f dat f(x)d,(z) = f(y)dy(x). We vinden dus

[Qm» mF/ 1y / 5, (x)dz = f(3).

Met deze eigenschap is de Fouriergetransformeerde van de d-functie eenvoudig
te berekenen:

, 1 ,
— Oy(x)e Pder = —e™ Y.,
V2T /_oo y( ) V2T

Nemen we als beginvoorwaarde Ty(x) = Bd,(x) en passen we vergelijking (143)
toe, dan zien we dat de Fouriergetransformeerde op tijdstip ¢ gelijk is aan

Foy(w) =

B wt, 2 -
FTi(w) = e epW TWY
t( ) m
We hebben dus op een alternatieve manier de vergelijking (151) voor FTi(w)
gevonden. Op dezelfde wijze als voorheen vinden we zo het temperatuurprofiel

B _1(=z—y)2
Tt(;(;) = 5 e ;( ot )
t

op tijdstip ¢, dat veroorzaakt wordt door de beginvoorwaarde Ty(z) = Béy(x).

5.5.2 Convolutie

We hebben nu de oplossing T;(x) met beginvoorwaarde Ty(z) = Bd,(z). Op-
lossingen met een willekeurige beginvoorwaarde Tp(z) kunnen hieruit verkregen
worden door T te schrijven als een ‘continue lineaire combinatie’ van J-functies,

mm:/m%@%m@, (154)

—00
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waar de d-functie 6, (x) geconcentreerd in y de amplitude Ty(y) heeft. Om te zien
dat vergelijking (154) inderdaad geldt, gebruiken we de substitutie u = = — y.
We vinden

| nwsm@a = [ nwse -y = [ o - i

— 00 —0o0 — 00
= To(il,' — U)|u:0 = To(il,')
Omdat de warmtevergelijking %Tt(z) = C"; Fod
de oplossing T;(x) met beginvoorwaarde Ty (z) verkrijgen door ‘continue lineaire
combinaties’ van de oplossingen

Tt( ) lineadr is, kunnen we nu

1
Gi(z —y) = e
t(z—y) V20,
bij beginvoorwaarde Ty (z) = 0,(x) te nemen, de gaussische verdeling rond y met
variantie 07 = 26—’?. In vergelijking (154) ontwikkelt 0, (z) zich tot Gi(z — y),

zodat -

Tw) = [ Tow)Gila - v)dy.
Dit is het convolutieproduct van de functies Ty(z) en Gi(x). Dit wordt ook wel
geschreven als Ti(z) = Ty * Gi(z).

r _ 1,2
fo e” 2% du.

(a:) = B voor

Opgave 5.7. De errorfunctie is gedefiniéerd als Erf(x

i

Laat zien dat de warmtevergelijking met de begmvoorwaarde
|x] < e, en To(xz) = 0 voor |z| > ¢, de oplossing

B T +e T —¢€
Ty(@) = o (Brf (2 — Bxf () 155
t(x) 2e . Ot : Ot ( )
heeft, met 0 = w We vinden op deze manier dus via een omweg alsnog de
integraal (150).
T(tl,m)
T(tz,m)
T(ts,x)

x

F1G.32: Het warmteprofiel T'(¢,z) van vergelijking (155) voor drie opeenvol-
gende tijdstippen t1 < ta < t3. Op t = 0 is de warmte uniform verdeeld over
—e <z < g, in de loop van de tijd verdeelt de warmte zich over de draad.
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